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Předmluva

Tento text je úvod do obecného studia výrokových logik. Každý nejspı́š zná aspoň jednu
výrokovou logiku, a to klasickou výrokovou logiku s jejı́ sémantikou založenou na dvou hod-
notách pravda–nepravda a jejı́ korektnı́ a úplnou axiomatizaci. V minulosti byla navržena řada
dalšı́ch výrokových logik, a to většinou oslabenı́m axiomatizace logiky klasické (např. intuici-
onisté odmı́tli axiom vyloučeného třetı́ho ϕ ∨ ¬ϕ, relevantisté axiom oslabenı́ ϕ → (ψ → ϕ)
a někteřı́ jinı́ logici dokonce i princip sporu ϕ ∧ ¬ϕ → 0 atd.), rozšı́řenı́m množiny spojek
(zejména různé modálnı́ logiky) nebo uvažovánı́m bohatšı́ sémantiky s vı́ce pravdivostnı́mi
hodnotami (Łukasiewiczova nebo Kleeneho trojhodnotové logiky, Łukasiewicz-Tarského neko-
nečněhodnotová logika atd.).

Cı́lem tohoto textu nenı́ studovat motivace pro zavedenı́ konkrétnı́ch neklasických výro-
kových logik ani tyto logiky samotné. Cı́lem je obecné matematické studium všech možných
výrokových logik a představenı́ řady obecných výsledků, které byly v minulosti často doka-
zovány znovu a znovu pro jednotlivé logiky. Je zřejmé, že aby toto studium mohlo být ma-
tematické, musı́me v prvnı́ řadě definovat výrokové logiky jako matematické objekty. Z řady
možnostı́ vybı́ráme Tarského pojem relace důsledku, protože dle našeho názoru nejlépe odrážı́
základnı́ intuici logiky jakožto vědy o správném usuzovánı́, tj. vědy o tom, jaké závěry plynou
z dané množiny předpokladů.

S takto formálně vymezeným oborem studia se v prvnı́ kapitole pustı́me do obecného studia
výrokových logik jakožto teorie relacı́ důsledku. Uvedeme základnı́ syntaktické a sémantické
pojmy a dále dokážeme větu o úplnosti vůči sémantice takzvaných logických matic. Logická
matice je dvojice tvořená algebrou (jejı́ž rolı́ je poskytovat množinu pravdivostnı́ch hodnot a in-
terpretace logických spojek, proměnných a formulı́) a množinou jejı́ch prvků (chápaných jako

”pravdivé“ pravdivostnı́ hodnoty). Dále definujeme důležitou třı́du takzvaných slabě implika-
tivnı́ch logik, která, jak ukážeme, obsahuje nejdůležitějšı́ přı́klady výrokových logik. Zhruba
řečeno se jedná o logiky vybavené implikacı́ s určitými minimálnı́mi vlastnostmi. Omezenı́
na tyto logiky jednak zjednodušı́ formulace a důkazy řady tvrzenı́ a dále poskytne zajı́mavý
způsob klasifikace logik dle toho, jaké dalšı́ vlastnosti jejich implikace má. Navı́c pomocı́ im-
plikace můžeme uspořádat pravdivostnı́ hodnoty (řekneme, že jedna je menšı́ než druhá, pokud
je jejich implikace pravdivá), což (jak uvidı́me) bude zásadnı́ v následujı́cı́ch kapitolách.

Ve druhé kapitole budeme studovat takzvané substrukturálnı́ logiky, což je široká, a v li-
teratuře široce studovaná, speciálnı́ třı́da slabě implikativnı́ch logik. Zhruba řečeno se zde bu-
deme zabývat interakcı́ implikace a ostatnı́ch běžných spojek, jako je konjunkce, disjunkce,
negace. Uvidı́me, že některé vlastnosti těchto spojek známé z klasické logiky nenı́ možné re-
alizovat pomocı́ jedné spojky a musı́me uvažovat spojek vı́ce. Konkrétně nás bude zajı́mat
disjunkce, která jednak vyjadřuje supremum pravdivostnı́ch hodnot vůči uspořádánı́ danému
implikacı́ (tj. splňuje axiomy ϕ → ϕ ∨ ψ a ψ → ϕ ∨ ψ a pravidlo ”z ϕ → χ a ψ → χ odvod’
ϕ ∨ ψ → χ“), ale také umožňuje takzvaný důkaz po přı́padech (pokud lze χ odvodit z ϕ a také
lze odvodit z ψ, pak lze odvodit z ϕ∨ψ). Ukážeme, že zatı́mco disjunkce splňujı́cı́ prvnı́ vlast-
nost je neproblematická, nalézt disjunkci splňujı́cı́ druhou vlastnost je v některých přı́padech
možné pouze za cenu velkého zobecněnı́ pojmu ”spojka“.
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Ve třetı́ kapitole ukážeme, že přı́tomnost (zobecněné) disjunkce umožňujı́cı́ důkaz po přı́pa-
dech v dané logice lze ekvivalentně charakterizovat pomocı́ řady jiných zajı́mavých logických
a algebraických vlastnostı́ a dále má řadu důsledků, které jsou zajı́mavé samy o sobě a také
budou hrát důležitou roli v dalšı́ kapitole. Celá tato kapitola je proto zasvěcena abstraktnı́mu
studiu zobecněných disjunkcı́ a klasifikaci logik dle toho jak ”silné“ a ”jednoduché“ disjunkce
se v nich vyskytujı́.

Ve čtvré kapitole se seznámı́me s dalšı́ důležitou třı́dou logik, kterým budeme řı́kat se-
milineárnı́ logiky. Tyto logiky jsou v poslednı́ch desetiletı́ch intenzivně studovány v rámci
takzvané matematické fuzzy logiky a jejich esenciálnı́ vlastnostı́ je, že majı́ úplnou sémantiku
založenou na lineárně uspořádaných maticı́ch (tj. takových, kde jsou každé dvě pravdivostnı́
hodnoty porovnatelné). Ukážeme si řadu ekvivalentnı́ch definic této třı́dy logik a uvidı́me, že
v těch nejzajı́mavějšı́ch hrajı́ zásadnı́ roli zobecněné disjunkce.

V závěrečné kapitole si přiblı́žı́me historii obecného studia výrokových logik, uvedeme
historické odkazy do literatury zavádějı́cı́ použité pojmy a dokazujı́cı́ hlavnı́ výsledky popsané
v textu. Dále tato kapitola může sloužit jako inspirace pro čtenáře s hlubšı́m zájmem o danou
problematiku, který se zde může dozvědět, že řadu dosažených výsledků lze dokázat v ještě
mnohem obecnějšı́ podobě, a nalézt odkazy na přı́slušnou literaturu.

�

Předpokládanými čtenáři tohoto textu jsou studenti matematiky, filosofie a informatiky se
zájmem o neklasické logiky a jejich obecné studium. Text vznikl jako skriptum k jednose-
mestrálnı́mu kurzu a jedná se o prvnı́ česky psaný text, který může sloužit jako úvod do tak-
zvané abstraktnı́ algebraické logiky, což je modernı́ odnož algebraické logiky snažı́cı́ se poro-
zumět obecnému vztahu logiky a algebry.

U čtenáře se kromě schopnosti čı́st matematické texty předpokládá pouze elementárnı́ zna-
lost univerzálnı́ algebry a teorie svazů (viz např. klasické monografie [3, 6]); většina důkazů
by měla být přı́stupná bez dalšı́ch matematických znalostı́ (pouze v několika málo přı́padech je
potřeba jistá znalost topologie nebo elementárnı́ teorie modelů).

Tento text vznikl překladem a podstatnou úpravou anglicky psané habilitačnı́ práce Petra
Cintuly, která byla založena na jeho spolupráci s Carlesem Noguerou (zejména na kapitole [14]
a článcı́ch [11–13, 15].

Vlastnı́ překlad provedl Tomáš Lávička, který také navrhl řadu věcných vylepšenı́ textu.
Za obojı́ mu patřı́ naše dı́ky. Zásadnı́ pro výslednou podobu tohoto textu byla také naše jazy-
ková korektorka Katrin Přikrylová, které tı́mto děkujeme. Dále bychom také rádi poděkovali
oběma recenzentům Janu Kührovi a Jaroslavu Peregrinovi za jejich hodnotné připomı́nky, které
výrazně přispěly k vylepšenı́ textu.

Práce na překladu a úpravách textu (jak odborných, tak jazykových) byla podpořena pro-
jektem ESF OPVK č. CZ.1.07/2.2.00/28.0216 ”Logika: systémový rámec rozvoje oboru v ČR
a koncepce logických propedeutik pro mezioborová studia“, který je spolufinancován z Ev-
ropského sociálnı́ fondu a státnı́ho rozpočtu České republiky.

Petr Cintula, Carles Noguera
autoři
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Kapitola 1

Slabě implikativnı́ logiky

V této kapitole budeme studovat třı́du matematických objektů, která bude ústřednı́m bodem
celého tohoto textu: třı́du slabě implikativnı́ch logik. Naše studium zahájı́me v prvnı́ sekci před-
stavenı́m základů teorie výrokových logik chápaných jako relace důsledku mezi množinami
premis a jejich možnými důsledky. Uvedeme základnı́ syntaktické a sémantické pojmy ne-
zbytné pro tuto teorii a dále dokážeme, pro všechny výrokové logiky, větu o úplnosti vůči
sémantice takzvaných logických matic, což jsou dvojice tvořené algebrou (jejı́ž rolı́ je posky-
tovat množinu pravdivostnı́ch hodnot a interpretace logických spojek, proměnných a formulı́)
a množinou jejı́ch prvků (chápaných jako ”pravdivé“ pravdivostnı́ hodnoty).

V druhé sekci zavedeme třı́du slabě implikativnı́ch logik a ukážeme, že tato třı́da obsa-
huje nejdůležitějšı́ přı́klady logik, které se vyskytujı́ v literatuře. Tyto logiky jsou vybaveny
implikacı́ s určitými vlastnostmi, které umožňujı́ snadno definovat speciálnı́ třı́du takzvaných
redukovaných matic. Jak uvidı́me, tyto matice majı́ s danou logikou mnohem těsnějšı́ souvis-
lost, a poskytujı́ tak jejı́ mnohem přirozenějšı́ sémantiku. Sekci zakončı́me důkazem (druhé)
věty o úplnosti vůči redukovaným maticı́m.

V třetı́ sekci tuto větu o úplnosti ještě vylepšı́me a ukážeme, že se lze omezit na takzvané
subdirektně ireducibilnı́ matice (napřı́klad pro klasickou logiku takto dostáváme velmi dobře
známou úplnost vůči dvouhodnotové sémantice).

V závěrečné čtvrté sekci si všimneme, že v maticı́ch některých logik můžeme vyznačené

”pravdivé“ prvky popsat jako řešenı́ určitého systému rovnic. Dı́ky tomu můžeme sémantiku
těchto logik, kterým budeme řı́kat algebraicky implikativnı́ logiky, založit přı́mo a pouze na
přı́slušných algebrách.

1.1 Základnı́ pojmy a prvnı́ věta o úplnosti

V této úvodnı́ části se seznámı́me s nejzákladnějšı́mi syntaktickými a sémantickými pojmy,
které sloužı́ jako obecný rámec pro studium výrokových logik, a ukážeme důkaz prvnı́ verze
věty o úplnosti.
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2 KAPITOLA 1. SLABĚ IMPLIKATIVNÍ LOGIKY

DEFINICE 1.1.1 (Jazyk). Výrokový jazyk L je spočetný typ neboli funkce ar : CL → N,
kde CL je spočetná množina symbolů zvaných spojky, která každé spojce přiřazuje jejı́ aritu.
Nulárnı́m spojkám řı́káme pravdivostnı́ konstanty.

Pro jednoduchost pı́šeme 〈c, n〉 ∈ L, kdykoli c ∈ CL a ar(c) = n. Omezenı́ na spočetné
jazyky je nutné jen ve velmi málo přı́padech, ale usnadňuje formulaci řady definic a tvrzenı́
a mnohé důkazy. To samé také platı́ pro následujı́cı́ omezenı́ kardinality množiny proměnných.
Poznamenejme, že všechny pojmy a výsledky v této kapitole na tato omezenı́ nespoléhajı́.

DEFINICE 1.1.2 (Formule). Necht’ Var označuje pevně zvolenou nekonečnou spočetnou mno-
žinu symbolů, kterým řı́káme (výrokové) proměnné. Množina FmL (výrokových) formulı́ ve
výrokovém jazyce L je nejmenšı́ množina, která obsahuje Var a je uzavřena na spojky z L
neboli pro všechny 〈c, n〉 ∈ L a pro všechny ϕ1, . . . , ϕn ∈ FmL, c(ϕ1, . . . , ϕn) je formule.

Pro dalšı́ pokračovánı́, počı́najı́c dalšı́ definicı́, bude vhodné ztotožnit množinu FmL s nosi-
čem absolutně volné algebry FmL typu L s množinou generátorů Var.1 Proměnné budou
nadále obvykle značeny malými pı́smeny latinské abecedy p, q, r, . . . Formule pak obvykle
malými pı́smeny řecké abecedy ϕ, ψ, χ, . . . a jejich množiny velkými Γ, ∆, Σ, . . . Při psanı́
konkrétnı́ch formulı́ se budeme držet běžné konvence a pro binárnı́ spojky použı́vat infixovou
notaci (namı́sto prefixové), např. budeme psát ϕ→ ψ mı́sto→(ϕ, ψ).
PŘÍKLAD 1.1.3. Nejběžnějšı́m přı́kladem výrokového jazyka je jazyk LCL sdı́lený klasickou
a intuicionistickou logikou (viz přı́klad 1.1.19). Tento jazyk obsahuje tři binárnı́ spojky: →
(implikace), ∧ (konjunkce) a ∨ (disjunkce) a jednu nulárnı́ spojku 0 (falsum). Kromě těchto
základnı́ch spojek můžeme zavést tři dalšı́ odvozené spojky: binárnı́ ≡ (ekvivalence), unárnı́ ¬
(negace) a nulárnı́ 1 (verum), tj. ϕ ≡ ψ je zkratka za komplexnı́ formuli (ϕ → ψ) ∧ (ψ → ϕ);
¬ϕ je zkratka za ϕ→ 0 a 1 za 0→ 0. V přı́padě klasické logiky samozřejmě platı́, že i základnı́
spojky jsou mezi sebou definovatelné: napřı́klad ϕ∨ψ bychom mohli považovat za zkratku pro
(ϕ → 0) → ψ. Stejné tvrzenı́ o vzájemné definovatelnosti základnı́ch spojek již pro intuicio-
nistickou logiku neplatı́.

Při psanı́ formulı́ budeme aplikovat obvyklé konvence ohledně vynechávánı́ závorek v zá-
vislosti na prioritě použitých spojek: spojky→ a ≡ majı́ nejmenšı́ prioritu, poté ostatnı́ binárnı́
spojky a nakonec ¬, která má největšı́ prioritu. Pı́šeme tedy napřı́klad ¬ϕ ∧ ψ → ϕ mı́sto
((¬ϕ) ∧ ψ) → ϕ. V přı́padě složitějšı́ch formulı́ použı́váme někdy také hranaté závorky pro
lepšı́ zachycenı́ struktury formule.

DEFINICE 1.1.4 (Substituce). Necht’L je výrokový jazyk. L-substituce je endomorfismus na
algebře FmL neboli zobrazenı́ σ : FmL → FmL takové, že pro všechny 〈c, n〉 ∈ L a všechny
ϕ1, . . . , ϕn ∈ FmL platı́: σ(c(ϕ1, . . . , ϕn)) = c(σ(ϕ1), . . . , σ(ϕn)).

Protože každá L-substituce je endomorfismus na volné L-algebře, je kompletně určena
hodnotami na množině svých generátorů (tj. výrokových proměnných).

DEFINICE 1.1.5 (Konsekuce). Konsekuce2 ve výrokovém jazyce L je dvojice 〈Γ, ϕ〉, kde Γ ∪

{ϕ} ⊆ FmL. Konsekuci 〈Γ, ϕ〉 nazýváme finitárnı́, pokud Γ je konečná.

Mı́sto ”〈Γ, ϕ〉“ pı́šeme ”Γ B ϕ“, formulı́m z množiny Γ se řı́ká premisy a formuli ϕ se řı́ká
závěr konsekuce Γ B ϕ. Za účelem zjednodušenı́ budeme ztotožňovat formuli ϕ s konsekucı́
tvaru ∅ B ϕ.

1Připomı́náme, že FmL má nosič FmL a pro operace platı́: cFmL (ϕ1, . . . , ϕn) = c(ϕ1, . . . , ϕn).
2Termı́n ”konsekuce“ (angl. consecution) je převzat z [1].



1.1. ZÁKLADNÍ POJMY A PRVNÍ VĚTA O ÚPLNOSTI 3

Je zřejmé, že každá podmnožinaXmnožiny všech konsekucı́ může být chápána jako relace
mezi množinami formulı́ a formulemi. Budeme použı́vat infixovou notaci, a tedy psát ”Γ `X ϕ“
mı́sto ”Γ B ϕ ∈ X“.

DEFINICE 1.1.6 (Logika). Necht’L je výrokový jazyk. Množině konsekucı́ L vL řı́káme logika
v jazyce L, když pro každé Γ ∪ ∆ ∪ {ϕ} ⊆ FmL jsou splněny následujı́cı́ podmı́nky:

• Když ϕ ∈ Γ, pak Γ `L ϕ. (Reflexivita)

• Když ∆ `L ψ pro každou ψ ∈ Γ a Γ `L ϕ, pak ∆ `L ϕ. (Řez)

• Když Γ `L ϕ, pak σ[Γ] `L σ(ϕ) pro každou L-substituci σ. (Strukturalita)

Formulı́m ϕ, které splňujı́ ∅ `L ϕ, řı́káme teorémy logiky L.

Poznamenejme, že dı́ky reflexivitě je každá logika neprázdná a společně s řezem implikuje,
že každá logika je monotónnı́:

• Když Γ `L ϕ a Γ ⊆ ∆, pak ∆ `L ϕ. (Monotonie)

Lze snadno nahlédnout, že průnik libovolné třı́dy logik ve stejném jazyce je také logika.
Povšimněme si rozdı́lu mezi zápisem ”Γ B ϕ“ (značı́cı́ objekt) a ”Γ `L ϕ“ (značı́cı́ fakt, že
ΓBϕ ∈ L). Pokud jsou jazyk nebo logika, o kterých hovořı́me, zřejmé z kontextu, vynecháváme
parametry L nebo L; tuto konvenci budeme uplatňovat i v dalšı́ch obdobných přı́padech, kde
bychom formálně měli použı́vat indexů L nebo L. Navı́c mı́sto ”Γ ∪ ∆ ` ϕ“, ”Γ ∪ {ψ} ` ϕ“ a

”∅ ` ϕ“ pı́šeme pouze ”Γ,∆ ` ϕ“, ”Γ, ψ ` ϕ“ a ”` ϕ“. Nakonec pı́šeme ”Γ ` Σ“ mı́sto ”Γ ` χ

pro každou χ ∈ Σ“ a ”Γ a` Σ“ mı́sto ”Γ ` Σ a Σ ` Γ“.

PŘÍKLAD 1.1.7. Nynı́ ukážeme několik přı́kladů triviálnı́ch logik, které reprezentujı́ extrémnı́
přı́pady definice logiky; později uvedeme přı́klady zajı́mavějšı́ch logik. Pro libovolný jazyk L
uvažme:

• nejmenšı́ logiku Min definovanou jako množinu všech konsekucı́, jejichž závěr je mezi
premisami (tj. Γ `Min ϕ právě tehdy, když ϕ ∈ Γ),

• spornou logiku Inc definovanou jako množinu všech konsekucı́,

• téměř spornou logiku AInc definovanou jako množinu všech konsekucı́ s neprázdnou
množinou premis.3

Dokázat, že tyto tři množiny konsekucı́ jsou opravdu logiky, je velmi snadné. Dále lze pro daný
jazyk L ukázat následujı́cı́:

• Min je nejmenšı́ logika (ve smyslu, že je obsažena v každé logice téhož jazyka) a nemá
žádné teorémy.

• Inc je největšı́ logika (ve smyslu, že obsahuje každou logiku téhož jazyka) a je jedinou
logikou, jejı́ž teorémy jsou všechny formule daného jazyka.

• AInc je největšı́ logika bez teorémů.

Nynı́ zavedeme zásadnı́ pojem takzvané (logické) teorie. Důležitost tohoto pojmu se stane
zřejmá ve chvı́li, kdy zavedeme Lindenbaumovy matice.

3Min je z angl. ”minimum“, Inc z ”inconsistent“ a AInc z ”almost inconsistent“. (Pozn. překladatele.)
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DEFINICE 1.1.8 (Teorie). Teorie logiky L je libovolná množina formulı́ T taková, že kdykoli
T `L ϕ, pak ϕ ∈ T. Symbolem Th(L) značı́me množinu všech teoriı́ logiky L.

Teoriı́m se také někdy řı́ká deduktivně uzavřené množiny formulı́, obvykle je budeme značit
velkými pı́smeny latinské abecedy T, S , R, . . . Je zřejmé, že množina všech formulı́ je teorie
(řı́káme jı́ sporná teorie), a navı́c lze snadno ukázat, že systém Th(L) je uzavřen na libovolné
průniky, jedná se proto o uzávěrový systém.4 Tudı́ž existuje přirozený pojem teorie generované
danou množinu formulı́ Γ (tj. nejmenšı́ teorie obsahujı́cı́ Γ), tuto teorii značı́me ThL(Γ) a lze
snadno nahlédnout, že se jedná o množinu {ϕ | Γ `L ϕ}. Funkce ThL je tedy uzávěrový operátor
odpovı́dajı́cı́ uzávěrovému systému Th(L). Všimněme si, že množina všech teorémů logiky L
je rovna množině ThL(∅) a je podmnožinou každé teorie T logiky L. Ještě poznamenejme, že
Th(Min) = P(FmL), Th(AInc) = {FmL, ∅}, Th(Inc) = {FmL}.

Nynı́ zavedeme pojem axiomatického systému, bude se jednat o objekt stejného typu jako
logika (množina konsekucı́ uzavřená na substituci), což nám usnadnı́ formulovánı́ mnohých
nadcházejı́cı́ch výsledků.

DEFINICE 1.1.9 (Axiomatický systém). Necht’L je výrokový jazyk. Axiomatický systémAS
v jazyce L je množina konsekucı́AS uzavřená na libovolné substituce. PrvekAS tvaru Γ B ϕ
nazýváme axiom, když Γ = ∅, finitárnı́m odvozovacı́m pravidlem, když Γ je konečná množina,
a infinitárnı́m odvozovacı́m pravidlem v opačném přı́padě. Řı́káme, že axiomatický systém je
finitárnı́, pokud všechna jeho odvozovacı́ pravidla jsou finitárnı́.

Všimněme si, že výše zavedená konvence nám umožňuje identifikovat konsekuci ∅ B ϕ
s formulı́ ϕ, tj. můžeme řı́kat, že formule ϕ je axiom. Axiomatický systém je obvykle zadán
jako kolekce schémat axiomů a pravidel (kde pojmem schéma myslı́me konsekuci a všechny
jejı́ substitučnı́ instance), viz přı́klad 1.1.12.

DEFINICE 1.1.10 (Důkaz). Necht’L je výrokový jazyk a AS axiomatický systém v jazyce L.
Důkaz formule ϕ z množiny formulı́ Γ vAS je fundovaný strom (strom bez nekonečných větvı́),
jehož uzly jsou označeny formulemi tak, že

• jeho kořen je označený ϕ a listy axiomyAS nebo prvky z množiny Γ a

• kdykoli je nějaký uzel označen ψ a ∆ , ∅ je množina formulı́ označujı́cı́ch předcházejı́cı́
uzly, pak ∆ B ψ ∈ AS.

Pı́šeme Γ ÀS ϕ, když existuje důkaz formule ϕ z množiny formulı́ Γ vAS.

Formálnı́ důkaz tak může být nahlı́žen jako fundovaná relace (s listy jako minimálnı́mi
prvky a s kořenem jako maximem), tedy můžeme dokazovat tvrzenı́ o formulı́ch indukcı́ podle
složitosti jejich formálnı́ch důkazů. Všimněme si, že odvozovacı́ pravidlo {ψ1, ψ2, . . . } B ϕ
umožňuje zkonstruovat důkaz formule ϕ z Γ, když známe důkazy ψ1, ψ2, . . . z Γ: pouze tyto
důkazy spojı́me dohromady do jednoho stromu a použijeme pravidlo {ψ1, ψ2, . . . } B ϕ. Srov-
nejme s metapravidlem: ”z Γ ` ψ1, ∆ ` ψ2, . . . zı́skej Σ ` ϕ“ nám pouze řı́ká, že pokud existujı́
důkazy ψ1, ψ2, . . . z Γ, ∆, . . . , pak existuje důkaz ϕ z Σ, ale žádným způsobem neudává, jak
takový důkaz vypadá. Mohli bychom řı́ci, že pravidla jsou odvozenı́ mezi formulemi, zatı́mco
metapravidla jsou odvozenı́ mezi konsekucemi. Důležitý přı́klad metapravidla uvádı́me v tvr-
zenı́ 1.3.13, dalšı́ v následujı́cı́ch kapitolách.

4Definice a základnı́ pojmy z teorie uzávěrových systémů a operátorů jsou uvedeny v úvodu sekce 1.3.
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Povšimněme si, že ve finitárnı́m přı́padě můžeme nahradit důkazový strom lineárnı́ po-
sloupnostı́ formulı́, a tak zı́skat běžný pojem konečného důkazu:

TVRZENÍ 1.1.11 (Finitárnı́ důkaz). Necht’ L je výrokový jazyk, AS je finitárnı́ axiomatický
systém v L a Γ ∪ {ϕ} je množina formulı́. Pak Γ ÀS ϕ právě tehdy, když existuje konečná pos-
loupnost formulı́ končı́cı́ ϕ taková, že každý jejı́ prvek ψ je bud’ axiom zAS, formule z Γ, anebo
existuje neprázdná množina formulı́ ∆, které se v posloupnosti vyskytujı́ před ψ a ∆ B ψ ∈ AS.

Důkaz. Pro důkaz jednoho směru si postačı́ uvědomit, že důkazy ve finitárnı́ch axiomatických
systémech jsou vždy konečné (podle definice důkazový strom neobsahuje nekonečné větve
a z finitarity vı́me, že každý uzel má konečně mnoho předchůdců, z Königova lemmatu tak
vyplývá, že daný strom musı́ mı́t pouze konečně mnoho listů). Tudı́ž stačı́ formule označujı́cı́
tyto vrcholy vhodně uspořádat do posloupnosti a důkaz je hotov.

Druhý směr lze snadno dokázat indukcı́: stačı́ ukázat, že každá formule v dané posloupnosti
je dokazatelná z předpokladů Γ. �

Stejně jako v přı́padě axiomatických systémů obvykle pı́šeme schémata důkazů mı́sto
konkrétnı́ch důkazů, jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad.

PŘÍKLAD 1.1.12. Uvažme výrokový jazyk L→ obsahujı́cı́ pouze jednu binárnı́ spojku →
a axiomatický systém BCK v tomto jazyce skládajı́cı́ se z následujı́cı́ch axiomů (uvádı́me
je spolu s jejich tradičnı́mi jmény a symboly):

(B) (ϕ→ ψ)→ ((ψ→ χ)→ (ϕ→ χ)) tranzitivita
(C) (ϕ→ (ψ→ χ))→ (ψ→ (ϕ→ χ)) záměna
(K) ϕ→ (ψ→ ϕ) oslabenı́

a z jednoho dedukčnı́ho pravidla zvaného modus ponens (značı́me (MP)): ϕ, ϕ→ ψ ` ψ.
Poznamenejme, že tyto ”axiomy“ jsou ve skutečnosti ”axiomatickými schématy“: formule

ϕ→ (ψ→ ϕ) je axiomem BCK pro každou dvojici formulı́ ϕ a ψ.
Dále ukážeme, že pro každou formuli ϕ platı́ B̀CK ϕ→ ϕ, a to tak, že uvedeme následujı́cı́

schéma důkazu v BCK :

(a) ϕ→ ((ϕ→ (ψ→ ϕ))→ ϕ) (K)

(b) [ϕ→ ((ϕ→ (ψ→ ϕ))→ ϕ)]→ [(ϕ→ (ψ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ)] (C)

(c) (ϕ→ (ψ→ ϕ))→ (ϕ→ ϕ) (a), (b) a (MP)

(d) ϕ→ (ψ→ ϕ) (K)

(e) ϕ→ ϕ (c), (d) a (MP)

LEMMA 1.1.13. Necht’L je výrokový jazyk aAS axiomatický systém vL. Pak ÀS je nejmenšı́
logika obsahujı́cı́AS.

Důkaz. Relace ÀS je očividně logika a AS ⊆ ÀS. Ukážeme, že když pro každou logiku L
AS ⊆ L, pak ÀS ⊆ L. Předpokládejme, že Γ ÀS ϕ neboli že existuje důkaz ϕ z Γ. Indukcı́
podle složitosti důkazu můžeme ukázat, že pro každou formuli ψ, která označuje nějaký uzel
v důkazu, máme Γ `L ψ, a tedy také Γ `L ϕ. �
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DEFINICE 1.1.14 (Prezentace, finitárnı́ logika). Necht’L je výrokový jazyk, AS axiomatický
systém v L a L logika v L. Řı́káme, že AS je axiomatický systém (nebo prezentace) logiky L,
když L = ÀS. Řı́káme, že logika je finitárnı́, když má nějakou finitárnı́ prezentaci.

Každá logika má prezentaci, jelikož L chápána jako axiomatický systém je očividně pre-
zentacı́ logiky L samotné (dı́ky lemmatu 1.1.13). Dı́ky tvrzenı́ 1.1.11 pak vı́me, že naše definice
finitárnı́ logiky je ekvivalentnı́ následujı́cı́ běžné definici tohoto pojmu:

LEMMA 1.1.15. Necht’ L je logika. Pak L je finitárnı́ právě tehdy, když pro každou množinu
formulı́ Γ ∪ {ϕ} platı́: když Γ `L ϕ, pak existuje konečná Γ′ ⊆ Γ taková, že Γ′ `L ϕ.

PŘÍKLAD 1.1.16 (Pokračovánı́ přı́kladu 1.1.12). Nynı́ z předchozı́ho lemmatu vı́me, že BCK
definuje finitárnı́ logiku, značı́me ji BCK. Pomocı́ nı́že uvedených axiomů zavedeme dalšı́
logiky v jazyce L→ (axiomy opět uvádı́me i s jejich tradičnı́mi názvy).

(I) ϕ→ ϕ identita
(W) (ϕ→ (ϕ→ ψ))→ (ϕ→ ψ) kontrakce
(P) ((ϕ→ ψ)→ ϕ)→ ϕ Peircův zákon

Nejprve symbolem BCI označme logiku axiomatizovanou axiomatickým systémem, který
vznikne z BCK nahrazenı́m axiomu (K) slabšı́m axiomem (I) (připomeňme, že tento axiom,
jak jsme viděli v přı́kladě 1.1.12, je teorémem logiky BCK). Zadruhé symboly BCIX a BCKX,
kde X je podmnožina {(W), (P)}, značı́me logiky axiomatizované přidánı́m axiomů z X k axio-
matizaci BCI, respektive BCK.

DEFINICE 1.1.17 (Finitárnı́ fragment). Finitárnı́ fragment logiky L je logika FC(L) defino-
vaná jako: Γ `FC(L) ϕ právě tehdy, když existuje konečná podmnožina Γ0 ⊆ Γ taková, že
Γ0 `L ϕ.

Poznamenejme, že finitárnı́ fragment logiky L je nejsilnějšı́ finitárnı́ logika obsažená v L
a jejı́ zřejmou axiomatikou je množina všech finitárnı́ch konsekucı́ dokazatelných v L.

DEFINICE 1.1.18 (Rozšı́řenı́). Necht’L1 ⊆ L2 jsou výrokové jazyky, L1 logika v L1, L2 logika
v L2 a S množina konsekucı́ v L2. Řekneme, že

• L2 je rozšı́řenı́ L1 o S, pokud je nejmenšı́ logikou v jazyce L2 obsahujı́cı́ L1 a S neboli
logika axiomatizovaná všemi L2-substitučnı́mi instancemi konsekucı́ z S ∪AS, pro
libovolnou prezentaciAS logiky L1,

• L2 je rozšı́řenı́ L1, pokud je to rozšı́řenı́ L1 o nějakou množinu konsekucı́ (nebo
ekvivalentně: pokud platı́ L1 ⊆ L2),

• L2 je axiomatické rozšı́řenı́ L1, pokud je to rozšı́řenı́ L1 o množinu axiomů,

• L2 je konzervativnı́ rozšı́řenı́ L1, pokud je to rozšı́řenı́ a pro každou konsekuci ΓBϕ z L1
platı́: kdykoli Γ `L2 ϕ, pak také Γ `L1 ϕ. Logiku L1 pak nazýváme L1-fragmentem L2.

Když L1 = L2, pı́šeme ” extenze“ mı́sto ” rozšı́řenı́“.5

Všimněme si napřı́klad, že všechny logiky BCIX a BCKX jsou axiomatickými extenzemi
logiky BCI. Nynı́ zavedeme dvě významná axiomatická rozšı́řenı́ těchto logik.

5Povšimněme si, že každá konzervativnı́ extenze libovolné logiky je právě ona logika sama.
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PŘÍKLAD 1.1.19. Mějme jazyk klasické logiky LCL, který rozšiřuje implikačnı́ jazyk L→,
a uvažme následujı́cı́ formule:

0→ ϕ ϕ→ (ψ→ ϕ ∧ ψ)
ϕ ∧ ψ→ ϕ ϕ ∧ ψ→ ψ ∧ ϕ (ϕ→ ψ) ∧ (ϕ→ χ)→ (ϕ→ (ψ ∧ χ))
ϕ→ ϕ ∨ ψ ϕ ∨ ψ→ ψ ∨ ϕ (ϕ→ χ) ∧ (ψ→ χ)→ ((ϕ ∨ ψ)→ χ)

Vezmeme-li všechny tyto formule jako axiomy společně s (B), (C), (K) a (W) a jediným de-
dukčnı́m pravidlem modus ponens, zı́skáme dobře známou prezentaci intuicionistické logiky
IL. Dále je známo, že přidánı́m Peircova zákona (P) k libovolné axiomatizaci intuicionistické
logiky dostaneme prezentaci klasické logiky CL (ačkoli tato prezentace nenı́ v literatuře běžná).
Později ukážeme úplnost tohoto axiomatického systému vzhledem ke klasické dvouhodnotové
sémantice, čı́mž ukážeme, že se vskutku jedná o prezentaci klasické logiky.

Navı́c lze také ukázat (ačkoli my se tı́m zde zabývat nebudeme), že logiky BCKW a
BCKWP jsou implikačnı́ fragmenty intuicionistické a klasické logiky.

Nynı́ se seznámı́me s nezbytnými sémantickými pojmy. Uvažujme pevně zvolený jazyk L.
Sémantická interpretace pro logiky v tomto jazyce je zprostředkována pomocı́ takzvaných lo-
gických matic, což jsou dvojice tvořené L-algebrou (kterou použı́váme k interpretaci formulı́
využı́vajı́ce faktu, že výrokový jazyk L je definován jako algebraický typ) a podmnožinou
nosiče algebry (jejı́mž prostřednictvı́m definujeme pojem pravdivosti v dané matici):

DEFINICE 1.1.20 (Logická matice). L-matice je dvojice A = 〈A, F〉, kde A je L-algebra,
které řı́káme algebraický redukt A, a F je podmnožina A, které řı́káme filtr na A. Prvkům z F
řı́káme vyznačené prvky A.

Maticı́m, kde A = F, řı́káme triviálnı́, těm, kde A je konečná množina, řı́káme konečné
a těm, kde A = FmL, řı́káme Lindenbaumovy.

DEFINICE 1.1.21 (Ohodnocenı́). Necht’ A je L-algebra. A-ohodnocenı́ je homomorfismus
z FmL do A neboli zobrazenı́ e : FmL → A takové, že pro každé 〈c, n〉 ∈ L a pro každou n-tici
formulı́ ϕ1, . . . , ϕn máme: e(c(ϕ1, . . . , ϕn)) = cA(e(ϕ1), . . . , e(ϕn)).

Jelikož stejně jako v přı́padě substituce je A-ohodnocenı́ zobrazenı́ z volné L-algebry,
je plně určeno hodnotami na množině generátorů (tzn. na výrokových proměnných). Zápis
e[p→a] značı́ ohodnocenı́ zı́skané z ohodnocenı́ e přiřazenı́m prvku a ∈ A proměnné p a pone-
chánı́m ostatnı́ch proměnných nezměněných. Pro formuli ϕ sestavenou z proměnných p1, . . . ,
pn, algebru A, prvky a1, . . . , an ∈ A a A-ohodnocenı́ e takové, že e(pi) = ai, budeme psát
ϕA(a1, . . . , an) mı́sto e(ϕ(p1, . . . , pn)). Pro matici A = 〈A, F〉 a A-ohodnocenı́ e budeme e také
nazývat A-ohodnocenı́. Pokud pro A-ohodnocenı́ e platı́, že e(ϕ) ∈ F, řı́káme, že e splňuje
formuli ϕ v matici A.

DEFINICE 1.1.22 (Sémantický důsledek). Formule ϕ je sémantickým důsledkem množiny for-
mulı́ Γ vzhledem ke třı́dě L-matic K, což značı́me Γ |=K ϕ, pokud pro každou matici 〈A, F〉 ∈ K
a každé A-ohodnocenı́ e máme e(ϕ) ∈ F, kdykoli e[Γ] ⊆ F.

Pı́šeme |=A mı́sto |={A} a |=K ϕ mı́sto ∅ |=K ϕ. Je očividné, že |=K je množina konsekucı́, je-
jichž závěr je splněn každým ohodnocenı́m, které splňuje všechny jejı́ předpoklady. Lze ukázat,
že tato množina je pro každou volbu K logikou, která je dokonce finitárnı́, pokud K je konečná
množina konečných matic (v tvrzenı́ 1.3.16 toto ukážeme pro obecnějšı́ třı́dy K).
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TVRZENÍ 1.1.23. Necht’K je třı́da L-matic. Pak |=K je logika v L. Navı́c pokud K je konečná
třı́da konečných matic, pak logika |=K je finitárnı́.

Důkaz. Musı́me ověřit tři vlastnosti z definice logiky. Že platı́ reflexivita, je zřejmé. Pro doká-
zánı́ řezu zvolme 〈A, F〉 ∈ K a A-ohodnocenı́ e takové, že e[∆] ⊆ F. Poté zřejmě platı́ e(ψ) ∈ F
pro každou ψ ∈ Γ neboli e[Γ] ⊆ F, a tedy e(ϕ) ∈ F. Strukturalita: vezměme 〈A, F〉 a e jako
předtı́m a předpokládejme, že e(σ[Γ]) ⊆ F. Jelikož e′ = e ◦ σ je A-ohodnocenı́ a e′[Γ] ⊆ F,
zı́skáme e(σ(ϕ)) = e′(ϕ) ∈ F.

Druhé tvrzenı́: tvrzenı́ stačı́ ukázat pro K = {〈A, F〉} a důkaz je hotov dı́ky následujı́cı́mu
pozorovánı́: (1) |=K∪L = |=K ∩ |=L a (2) průnik dvou finitárnı́ch logik je finitárnı́ logika.
Předpokládejme tedy pro spor, že Γ′ 6|=K ϕ pro každou konečnou Γ′ ⊆ Γ, ukážeme, že Γ 6|=K ϕ.

Uvažujme konečnou množinu A vybavenou diskrétnı́ topologiı́ a jejı́ mocninu AVar s pro-
duktovou (= slabou) topologiı́. Oba prostory jsou kompaktnı́ (prvnı́ triviálně a druhý dı́ky
Tichonovově větě). Je zřejmé, že každé ohodnocenı́ e lze ztotožnit s prvkem AVar a naopak.
Pro každou formuli ψ definujeme ohodnocenı́ Hψ : AVar → A jako Hψ(e) = e(ψ). Lze snadno
ověřit, že tato zobrazenı́ jsou spojitá, tedy (Hψ)−1[F] je uzavřená množina a stejně tak i množina
(Hψ)−1[F] ∩ (Hϕ)−1[A \ F] (neboli množina ohodnocenı́, která splňujı́ formuli ψ, ale nesplňujı́
formuli ϕ). Nynı́ uvažme množinu uzavřených množin {(Hψ)−1 ∩ (Hϕ)−1[A \ F] | ψ ∈ Γ}.
Tato množina očividně tvořı́ centrovaný systém: průnik libovolného konečného podsystému
(daného konečnou množinou Γ′) je neprázdný, protože obsahuje každé ohodnocenı́, které je
svědkem toho, že Γ′ 6|=K ϕ. Tedy, dı́ky kompaktnosti AVar, průnik celého systém je neprázdný,
tı́m je důkaz hotov (každý prvek tohoto průniku je ohodnocenı́ splňujı́cı́ množinu Γ a zároveň
nesplňujı́cı́ ϕ). �

Můžeme si pokládat samozřejmou otázku: jaké logické matice jsou možnou sémantikou
dané logiky? Tuto otázku můžeme nahlı́žet ze dvou perspektiv. Zaprvé: pro danou logiku L a
matici A se můžeme ptát, zdali je logika L korektnı́ vůči sémantice dané maticı́ A (tj. zdali L ⊆
|=A); takové matice budeme nazývat modely logiky L. Zadruhé: pro danou logiku L a algebru
A se můžeme ptát, jaké podmnožiny algebry A mohou být uvažovány jako vyznačené prvky
nějakého modelu logiky L s algebraickým reduktem A. Formálně definujeme:

DEFINICE 1.1.24 (Model a logický filtr). Necht’ L je logika v L, A je L-algebra a F ⊆ A.
Řı́káme, že matice A = 〈A, F〉 je L-model a množina F je L-filtr, pokud platı́ L ⊆ |=A (tj. pro
každou konsekuci Γ B ϕ platı́, že Γ `L ϕ implikuje Γ |=A ϕ).

Třı́du všech L-modelů značı́me MOD(L) a množinu všech L-filtrů nad A budeme značit
FiL(A).

Někdy mı́sto L-model řı́káme, že A je model logiky L. Všimněme si, že pro každou pre-
zentaci AS logiky L platı́: A ∈ MOD(L) právě tehdy, když AS ⊆ |=A (jeden směr je zřejmý,
druhý platı́ dı́ky lemmatu 1.1.13).

Lze snadno nahlédnout, že pro každouL-algebru A platı́: FiMin(A) = P(A), FiInc(A) = {A}
aFiAInc(A) = {A, ∅}. V dalšı́m tvrzenı́ se zaměřı́me na zajı́mavějšı́ přı́pady, ve kterých lze mimo
jiné najı́t důvod pro označenı́ ,filtr’.

TVRZENÍ 1.1.25. Necht’ A je LCL-algebra a F ⊆ A.

• Pokud A je Heytingova algebra, pak F je IL-filtr právě tehdy, když je to svazový filtr.

• Pokud A je Booleova algebra, pak F je CL-filtr právě tehdy, když je to svazový filtr.
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Důkaz. Předpokládejme, že A je Heytingova algebra a F je IL-filtr (tj. 〈A, F〉 ∈ MOD(IL)).
Ověřı́me, že F je svazový filtr, tj. nahoru usměrněná množina uzavřená na průseky a obsahujı́cı́
prvek 1. Protože p → p je teorémem IL (jak jsme ukázali v přı́kladu 1.1.12), máme pro každé
A-ohodnocenı́ e, e(p → p) ∈ F, a tedy e(p → p) = e(p) → e(p) = 1 ∈ F. Pokud a ∈ F
a a ≤ b, pak a → b = 1 ∈ F, a tedy (jelikož p, p → q `IL q (modus ponens)) vezmeme-li
A-ohodnocenı́ e takové, že e(p) = a a e(q) = b, dostaneme b ∈ F. Nakonec lze pomocı́ axiomu
p → (q → p ∧ q) a pravidla modus ponens snadno ukázat p, q `IL p ∧ q, a proto (opět užitı́m
stejného ohodnocenı́) platı́: pokud a, b ∈ F, pak a ∧ b ∈ F.

Nynı́ naopak předpokládejme, že F je svazový filtr na A a máme ukázat 〈A, F〉∈MOD(IL).
Vezměme libovolné a, b ∈ A. Máme a∧b ≤ a∧b, a tedy (užitı́m reziduace) také a ≤ b→ a∧b
a a → (b → a ∧ b) = 1 ∈ F. To znamená, že 〈A, F〉 ∈ MOD(IL) je modelem axiomu ϕ →
(ψ→ ϕ∧ψ). Pro všechny zbývajı́cı́ axiomy lze obdobně ukázat, užitı́m vlastnostı́ Heytingových
algeber, že jejich hodnota vůči libovolnému ohodnocenı́ je vždy rovna 1. Ukázat, že 〈A, F〉 ∈
MOD(IL) je modelem pravidla modus ponens, je také snadné: kdykoli a, a → b ∈ F, pak
užitı́m a ∧ (a→ b) ≤ b dostaneme také b ∈ F. Tı́m jsme ukázali 〈A, F〉 ∈MOD(IL).

Důkaz druhého tvrzenı́ je snadný: implikaci zleva doprava jsme již vlastně dokázali v před-
chozı́ části důkazu (protože každá Booleova algebra je také Heytingova algebra a každý CL-
filtr je též IL-filtr). Analogicky pro druhý směr vı́me, že F je IL-filtr, a abychom ukázali, že to
je CL-filtr, stačı́ dokázat, že 〈A, F〉 je také modelem Peircova zákona. Zde si stačı́ všimnout,
že pro každou dvojici a, b ∈ A máme: (a → b) → a = (a ∧ ¬b) ∨ a ≤ a ∨ a = a, tedy
((a→ b)→ a)→ a = 1. �

Pojem modelu, který jsme právě definovali, je pro praktické využitı́ přı́liš široký, protože
nijak nevymezuje třı́du algeber, na kterých může být založen. V tvrzenı́ 1.1.30 ukážeme, že
každá logika má modely dokonce na absolutně volné algebře (která záležı́ pouze na jazyku
a jinak nemá s danou logikou vůbec nic společného). Ilustrativnı́ je též následujı́cı́ přı́klad, kde
popı́šeme model klasické logiky, který je založen na Heytingově algebře, která nenı́ Booleovou
algebrou.

PŘÍKLAD 1.1.26. Uvažme Heytingovu algebru [0, 1]G s reálným jednotkovým intervalem
jako nosičem, s operacemi ∧ a ∨ definovanými jako minimum a maximum, konstantami 0
a 1 interpretovanými jako 0 a 1 a s→ definovanou jako a → b = 1, pokud a ≤ b, a a → b = b
v opačném přı́padě. Ukážeme A = 〈[0, 1]G, (0, 1]〉 ∈ MOD(CL). Z předchozı́ho tvrzenı́ vı́me,
že A ∈MOD(IL), stačı́ nám tedy ukázat: |=A ((ϕ→ ψ)→ ϕ)→ ϕ. Pokud e(ϕ) > 0, pak zřejmě
e(((ϕ → ψ) → ϕ) → ϕ) > 0. Pokud e(ϕ) = 0, pak e(ϕ → ψ) = 1, e((ϕ → ψ) → ϕ) = 0, a tedy
e(((ϕ→ ψ)→ ϕ)→ ϕ) = 1 > 0.

Dřı́ve než dokážeme prvnı́ větu o úplnosti, ukážeme nějaké dalšı́ výsledky a zavedeme nové
pojmy, kterých budeme v dalšı́m textu využı́vat.

LEMMA 1.1.27. Necht’ L je logika v L a zobrazenı́ g : A → B je homomorfismus L-algeber
A, B. Pak:

• 〈A, g−1[G]〉 ∈MOD(L), kdykoli 〈B,G〉 ∈MOD(L).

• 〈B, g[F]〉 ∈MOD(L), kdykoli 〈A, F〉 ∈MOD(L), g je surjektivnı́ a g(x) ∈ g[F]
implikuje x ∈ F.
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Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́ je jednoduché: Předpokládejme, že Γ `L ϕ a e[Γ] ⊆ g−1[G] pro nějaké
A-ohodnocenı́ e. Tedy g[e[Γ]] ⊆ G, což (protože g ◦ e je B-ohodnocenı́ a 〈B,G〉 ∈ MOD(L))
implikuje g(e(ϕ)) ∈ G, tj. e(ϕ) ∈ g−1[G].

Druhé tvrzenı́: Předpokládejme, že Γ `L ψ a pro B-ohodnocenı́ f platı́ f [Γ] ⊆ g[F]. Defi-
nujme A-ohodnocenı́ e takové, že e(v) = a pro nějaké a takové, že g(a) = f (v) (takové a musı́
existovat, protože g je surjektivnı́). Dále indukcı́ ukážeme f (ϕ) = g(e(ϕ)). Základnı́ krok je
triviálnı́. Předpokládejme ϕ = c(ϕ1, . . . , ϕn). Poté:

f (c(ϕ1, . . . , ϕn)) = cB( f (ϕ1), . . . , f (ϕn)) = cB(g(e(ϕ1)), . . . , g(e(ϕn)))
= g(cA(e(ϕ1), . . . , e(ϕn))) = g(e(c(ϕ1, . . . , ϕn))).

Z g[e[Γ]] = f [Γ] ⊆ g[F] dostaneme e[Γ] ⊆ F. Tedy e(ψ) ∈ F, a tudı́ž nakonec platı́ f (ψ) =

g(e(ψ)) ∈ g[F]. �

Všimněme si, že množina FiL(A) je uzavřena na libovolné průniky a A ∈ FiL(A), tzn.
FiL(A) je uzávěrový systém, a tak můžeme uvažovat FiL(A) jako úplný svaz a použı́vat pojem
generovaného filtru.

DEFINICE 1.1.28 (Generované filtry a svazy logických filtrů). Necht’ L je logika v L a A je
L-algebra. Pro X ⊆ A definujeme logický filtr generovaný X jako FiA

L (X) =
⋂
{F ∈ FiL(A) |

X ⊆ F}. Dále FiL(A) obohatı́me svazovou strukturou následujı́cı́m způsobem: pro každé F,G ∈
FiL(A), F ∧G = F ∩G a F ∨G = FiA

L (F ∪G).

Prvky filtru generovaného množinou jsou charakterizovány následujı́cı́m tvrzenı́m pomocı́
pojmu důkazu v algebře. Tento koncept lze vidět jako zobecněnı́ pojmu důkazu uvedeného
v definici 1.1.10 pro algebru formulı́ na libovolnou algebru daného typu.

TVRZENÍ 1.1.29 (Důkaz v algebře). Necht’ L je logika, AS je nějaká jejı́ prezentace, A je
L-algebra a X ∪ {a} ⊆ A. Definujme VAS ⊆ P(A) × A jako

{〈e[Γ], e(ψ)〉 | e je A-ohodnocenı́ a Γ B ψ ∈ AS}.6

Pak a ∈ FiA(X) právě tehdy, když existuje fundovaný strom, kterému řı́káme důkaz prvku a z
množiny X, jehož uzly jsou označeny prvky z A tak, že

• jeho kořen je označen prvkem a, jeho listy jsou označeny prvky x takovými, že x ∈ X
nebo 〈∅, x〉 ∈ VAS,

• kdykoli je uzel označen x a Z , ∅ je množina prvků označujı́cı́ch jeho předchůdce,
pak 〈Z, x〉 ∈ VAS.

Důkaz. Označme D(X) množinu prvků z A, pro které existuje důkaz z X. Nejprve ukážeme, že
AS ⊆ |=〈A,D(X)〉. Vezměme Γ B ϕ ∈ AS a A-ohodnocenı́ h takové, že h[Γ] ⊆ D(X). Pak pro
každé x ∈ h[Γ] existuje důkaz z X, a jelikož 〈h[Γ], h[ϕ]〉 ∈ VAS, můžeme spojit tyto důkazy tak,
že vytvořı́ důkaz pro h(ϕ).

Tudı́ž D(X) ∈ FiL(A), a jelikož X ⊆ D(X), zı́skáme FiA
L (X) ⊆ D(X). Abychom ukázali

opačný směr, uvažme x ∈ D(X) a nějaký důkaz x z X a všimněme si, že pro každé y, které
se v tomto důkazu objevı́, můžeme snadno induktivně ukázat, že y ∈ FiA

L (X) (protože tato
množina je uzavřena na všechna pravidla logiky L, konkrétně také na ty vAS). �

6Poznamenejme, že když A = FmL, pak VAS = AS.
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Nynı́ ukážeme užitečnou charakteristiku filtrů Lindenbaumových matic.

TVRZENÍ 1.1.30. Pro libovolnou logiku L v jazyce L platı́, FiL(FmL) = Th(L).

Důkaz. Necht’ Γ ∈ FiL(FmL), tzn. když ∆ `L ϕ, pak pro každé FmL-ohodnocenı́ e máme
e(ϕ) ∈ Γ, kdykoli e[∆] ⊆ Γ. Proto v konkrétnı́m přı́padě, kdy ohodnocenı́ e je identita a ∆ = Γ,
dostaneme ϕ ∈ Γ, a tudı́ž Γ ∈ Th(L).

Dále předpokládejme, že T ∈ Th(L), ∆ `L ϕ a e je FmL-ohodnocenı́ takové, že e[∆] ⊆ T ,
tedy také T `L e[∆]. Ze strukturality dále plyne e[∆] `L e(ϕ), a proto dı́ky řezu T `L e(ϕ).
Protože T je teorie, máme e(ϕ) ∈ T . �

Ukážeme, že doposud zavedené pojmy stačı́ k tomu, abychom zı́skali prvnı́ větu o úplnosti,
a tı́mto pozorovánı́m zakončı́me tuto sekci.

VĚTA 1.1.31 (Úplnost vzhledem ke všem modelům). Necht’ L je logika. Pak pro každou
množinu formulı́ Γ a každou formuli ϕ platı́ následujı́cı́: Γ `L ϕ právě tehdy, když Γ |=MOD(L) ϕ.

Důkaz. Implikace zleva doprava (často označovaná jako korektnost dané logiky vůči dané
sémantice) je zřejmá. Pro důkaz druhého směru předpokládejme, že Γ 0L ϕ, a definujme T =

ThL(Γ). Vı́me, že 〈FmL,T 〉 ∈ MOD(L), a tedy identické zobrazenı́ je 〈FmL,T 〉-ohodnocenı́,
které jsme potřebovali, abychom ukázali Γ 6|=MOD(L) ϕ. �

1.2 Slabě implikativnı́ logiky a druhá věta o úplnosti

V této sekci budeme dále pokračovat ve studiu sémantiky výrokových logik založené na lo-
gických maticı́ch. Našı́m cı́lem bude vylepšit prvnı́ větu o úplnosti, proto zavedeme několik
dalšı́ch sémantických pojmů, které nám umožnı́ zı́skat přirozenějšı́ sémantiku postavenou na
omezenějšı́ třı́dě algeber a dokázat druhou větu o úplnosti. Ačkoli potřebné pojmy (Leibnizova
kongruence, redukovaný model) by mohly být zavedeny pro libovolné logiky, dáváme přednost
jednoduchosti a omezı́me se rovnou na takzvané slabě implikativnı́ logiky. Jedná se o logiky se
speciálnı́ binárnı́ spojkou splňujı́cı́ minimálnı́ požadavky, aby si zasloužila označenı́ implikace.

DEFINICE 1.2.1 (Slabě implikativnı́ logika). Necht’ L je logika v jazyce L. Pak řı́káme, že
L je slabě implikativnı́ logika, pokud existuje binárnı́ spojka → (základnı́ nebo definovatelná
formulı́ se dvěma proměnnými v jazyce L) taková, že:

(R) `L ϕ→ ϕ

(MP) ϕ, ϕ→ ψ `L ψ

(T) ϕ→ ψ, ψ→ χ `L ϕ→ χ

(sCng) ϕ→ ψ, ψ→ ϕ `L c(χ1, . . . , χi, ϕ, . . . , χn)→ c(χ1, . . . , χi, ψ, . . . , χn)
pro každé 〈c, n〉 ∈ L a každé 0 ≤ i < n.

Použité zkratky zastupujı́ pojmy: ”reflexivita“, ”modus ponens“, ”tranzitivita“ a ”symet-
rizovaná kongruence“. Spojku → nazýváme slabou implikacı́ logiky L. V principu může být
pro danou logiku takových implikacı́ i vı́ce. Abychom zjednodušili značenı́, budeme odted’
předpokládat, že každý jazyk obsahuje jednu pevně zvolenou spojku→, která (pokud je daná
logika slabě implikativnı́) je jednou z jejı́ch slabých implikacı́. Tuto implikaci budeme nazývat
principálnı́ implikacı́ logiky. Všechny pojmy pak budou definované právě vzhledem k této
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konkrétnı́ implikaci. Vyhneme se tak komplikacı́m s indexovánı́m (pouze v ojedinělých přı́pa-
dech, ve kterých bude zapotřebı́ mluvit o pojmech vztažených k různým slabým implikacı́m,
budeme tyto pojmy indexovat pomocı́ indexů patřičných slabých implikacı́).

PŘÍKLAD 1.2.2. Jak klasická, tak i intuicionistická logika, stejně jako všechny logiky zave-
dené v přı́kladu 1.1.16 jsou slabě implikativnı́ logiky s principálnı́ implikacı́ →. Logiky Min
a AInc nemůžou být slabě implikativnı́, protože nemajı́ žádné teorémy (a tedy žádná spojka
nemůže splnit požadavek na reflexivitu). Naopak logika Inc je z triviálnı́ch důvodů slabě im-
plikativnı́ (samozřejmě za předpokladu, že v jazyce je alespoň jedna (vı́ce než) binárnı́ spojka).

Všimněme si, že v klasické logice je spojka ekvivalence ≡ také slabá implikace, ačkoli se
od spojky→ podstatně lišı́ svým logickým chovánı́m (napřı́klad pouze→ splňuje ϕ ` ψ→ ϕ).

Nynı́ se budeme zabývat symetrizacı́ slabé implikace → v logice L. Pro dvojici formulı́
ϕ, ψ použı́váme výrazu ”ϕ ↔ ψ“ k označenı́ množiny formulı́ {ϕ → ψ, ψ → ϕ} (v souladu
s předchozı́ konvencı́ výrazem Γ `L ϕ↔ ψ mı́nı́me Γ `L ϕ→ ψ a Γ `L ψ→ ϕ).7 Nynı́ snadno
ukážeme, že se↔ chová jako kongruence.

VĚTA 1.2.3 (Vlastnost kongruence). Pro každou slabě implikativnı́ logiku L, formule ϕ, ψ, χ a
formuli χ̂ zı́skanou z formule χ nahrazenı́m nějakého výskytu ϕ v χ formulı́ ψ platı́:

• `L ϕ↔ ϕ,

• ϕ↔ ψ `L ψ↔ ϕ,

• ϕ↔ δ, δ↔ ψ `L ϕ↔ ψ,

• ϕ↔ ψ `L χ↔ χ̂.

Využitı́m poslednı́ho bodu, kde χ = ϕ→′ ψ, dostaneme důležitý důsledek:

DŮSLEDEK 1.2.4. Necht’→ a→′ jsou dvě slabé implikace v logice L. Pak:

ϕ↔ ψ a`L ϕ↔
′ ψ.

Kdybychom tedy měli v logice dvě různé slabé implikace, chovala by se jejich symetri-
zace z hlediska dokazatelnosti stejně. Nynı́ s cı́lem zı́skat lepšı́ úplnou sémantiku pro slabě
implikativnı́ logiky zavedeme dalšı́ důležité sémantické pojmy. Začneme definicı́ tzv. Leibni-
zovy kongruence8, což je klı́čový pojem pro naši snahu definovat smysluplnějšı́ sémantiku pro
všechny logiky.

DEFINICE 1.2.5 (Leibnizova kongruence). Necht’ A = 〈A, F〉 je model slabě implikativnı́
logiky L. Definujeme maticové kvaziuspořádánı́ ≤A matice A následovně: a ≤A b právě tehdy,
když a →A b ∈ F. Dále definujeme Leibnizovu kongruenci ΩA(F) matice A následovně:
〈a, b〉 ∈ ΩA(F) právě tehdy, když a ≤A b a b ≤A a.

DEFINICE 1.2.6 (Logická kongruence). Logická kongruence v matici 〈A, F〉 je kongruence
θ na algebře A kompatibilnı́ s F, tj. taková, že pro každé a, b ∈ A: když a ∈ F a zároveň
〈a, b〉 ∈ θ, pak b ∈ F.

7Všimněme si rozdı́lu mezi významem symbolů ≡ a↔: prvnı́ je odvozená spojka v jazyce klasické logiky LCL,
zatı́mco druhá je množina dvou formulı́.

8Použitı́ názvu Leibnizova kongruence je založeno na třetı́m tvrzenı́ věty 1.2.7, které řı́ká, že dva prvky jsou
kongruentnı́ tehdy a jen tehdy, pokud sdı́lı́ všechny vlastnosti vyjádřitelné v jazyku logických matic.
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VĚTA 1.2.7 (Charakterizace Leibnizovy kongruence). Kdykoli je L slabě implikativnı́ logika
a A = 〈A, F〉 ∈MOD(L), pak platı́:

• ≤A je kvaziuspořádánı́,

• ΩA(F) je největšı́ logická kongruence na A,

• 〈a, b〉 ∈ ΩA(F) právě tehdy, když pro každou formuli χ a každé A-ohodnocenı́ e platı́:
e[p→a](χ) ∈ F právě tehdy, když e[p→b](χ) ∈ F.

Důkaz. Z vlastnostı́ (R) a (T) plyne, že ≤A je kvaziuspořádánı́. ΩA(F) je kongruence dı́ky
(sCng) a navı́c dı́ky (MP) je i logická. Abychom ukázali, že je také největšı́, předpokládejme, že
θ je logická kongruence na A a 〈a, b〉 ∈ θ. Protože 〈a, a〉 ∈ θ, máme také 〈a→A a, a→A b〉 ∈ θ.
Jelikož θ je logická kongruence a a →A a ∈ F, máme a →A b ∈ F. Obdobně ukážeme, že
b→A a ∈ F. Tudı́ž 〈a, b〉 ∈ ΩA(F) neboli θ ⊆ ΩA(F).

Poslednı́ tvrzenı́: Jeden směr je přı́mý důsledek (sCng). Druhý směr: Uvažme ohodnocenı́
e(q) = b a formuli p→ q. Dostaneme a→A b ∈ F právě tehdy, když b→A b ∈ F, tedy a ≤A b.
Obdobně ukážeme b ≤A a (pomocı́ ohodnocenı́ e(q) = a), čı́mž je tvrzenı́ dokázáno. �

Na rozdı́l od původnı́ho, extrémně obecného pojmu logické matice budeme nynı́ restrik-
tivnějšı́ a budeme požadovat, aby se v jejı́m algebraickém reduktu nevyskytovaly dva různé
prvky, které jsou v dané matici Leibnizovsky kongruentnı́ (tj. které nelze rozlišit pomocı́ jazyka
logických matic). Uvidı́me, že tento nový pojem tzv. redukované matice povede k omezenějšı́
a pro danou logiku přirozenějšı́ třı́dě algeber.

DEFINICE 1.2.8 (Redukovaný model, MOD∗(L) a ALG∗(L)). Necht’ L je slabě implikativnı́
logika. Řı́káme, že L-model A = 〈A, F〉 je redukovaný, pokud ΩA(F) je relace identity IdA.
Třı́da všech redukovaných modelů logiky L je značena MOD∗(L), třı́du algebraických reduktů
matic z MOD∗(L) pak značı́me ALG∗(L). Algebrám z ALG∗(L) řı́káme L-algebry.

Někdy, když je z kontextu zřejmé, o jaké logice je řeč, či to pro daný argument nenı́ pod-
statné, použı́váme také termı́n redukovaná matice. Povšimněme si, že redukovaný model li-
bovolné logiky je netriviálnı́ právě tehdy, když jeho algebraický redukt má vı́ce než jeden
prvek. Dále si všimněme, že redukované matice mohly být ekvivalentně zadefinovány jako
matice, jejichž kvaziuspořádánı́ je dokonce uspořádánı́, a že jejich definice nezávisı́ na použité
slabé implikaci (viz důsledek 1.2.4). Abychom mohli ukázat nějaké zajı́mavé přı́klady třı́d re-
dukovaných modelů a jejich algebraických reduktů, potřebujeme nejprve dokázat jednoduché
tvrzenı́ týkajı́cı́ se rozšı́řenı́ logiky BCK:

TVRZENÍ 1.2.9. Necht’ L je libovolné rozšı́řenı́ logiky BCK. Pak pro každou A ∈ ALG∗(L)
existuje prvek a ∈ A takový, že pro každou množinu F ⊆ A: 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L) právě tehdy,
když F = {a}. Navı́c a = b→ b pro každé b ∈ A.

Důkaz. Uvažme nějakou algebru A ∈ ALG∗(L) a množinu G ⊆ A takovou, že A = 〈A,G〉 ∈
MOD∗(L). Nynı́ vezměme libovolné b ∈ A a definujme a = b→ b a F = {a}. Na jednu stranu,
protože L rozšiřuje BCK, vı́me, že a = b → b ∈ G (plyne z faktu, že 〈A,G〉 je modelem
ϕ → ϕ). Dále vezměme libovolné c ∈ G; protože c → (a → c) ∈ G, dostaneme a → c ∈ G
(platı́ totiž ϕ, ϕ → ψ |=A ψ), tj. a ≤A c. Obdobně lze dokázat c ≤A a, a tedy, protože A
je redukovaná matice, dostaneme a = c. Tı́m jsme ukázali G = {a} = {b → b} = F pro
každé b. �
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Z předchozı́ho tvrzenı́ spolu s tvrzenı́m 1.1.25 vyplývá pro každou Booleovu algebru A:
〈A, F〉 ∈ MOD∗(CL) právě tehdy, když F = {1} (analogický výsledek dostaneme pro Hey-
tingovy algebry a IL). Můžeme ale dokázat vı́ce:

TVRZENÍ 1.2.10. ALG∗(CL) = BA a ALG∗(IL) = HA.

Důkaz. Pokud A ∈ BA, dostaneme z předchozı́ho pozorovánı́ 〈A, {1}〉 ∈ MOD∗(CL), a tedy
A ∈ ALG∗(CL). Naopak, vezměme A ∈ ALG∗(CL). Protože A je redukovaná, vı́me, že
pro každé A-ohodnocenı́ e máme e(ϕ) = e(ψ), kdykoli `CL ϕ ↔ ψ. Tedy k tomu, abychom
ověřili, že A splňuje všechny rovnice Booleových algeber, stačı́ dokázat odpovı́dajı́cı́ ekviva-
lence v CL. Napřı́klad pro libovolnou dvojici a, b ∈ A ověřme, že a ∧ b = b ∧ a. Vı́me, že
`CL p ∧ q ↔ q ∧ p pro atomy p, q. K dokončenı́ důkazu tak stačı́ uvážit A-ohodnocenı́ e
takové, že e(p) = a a e(q) = b.

Přı́pad intuicionistické logiky a Heytingových algeber je analogický. �

PŘÍKLAD 1.2.11. Jako dalšı́ přı́klad spočı́tejme ALG∗(BCK). Z tvrzenı́ 1.2.9 vı́me, že pro
každou algebru A ∈ ALG∗(BCK) musı́ existovat a ∈ A takové, že {a} ∈ FiBCK(A), a platı́
a = t → t pro libovolné t ∈ A. Na druhou stranu využitı́m faktů, že 〈A, {a}〉 je modelem
axiomatického systému BCK (tj. axiomů (B), (C), (K) a pravidla modus ponens) a že se jedná
o redukovaný model, dostaneme pro každé x, y, z ∈ A těchto pět podmı́nek:

• (x→ y)→ ((y→ z)→ (x→ z)) = t → t

• (x→ (y→ z))→ (y→ (x→ z)) = t → t

• x→ (y→ x) = t → t

• pokud (t → t)→ x = t → t, pak x = t → t

• pokud x→ y = y→ x = t → t, pak x = y

Tyto podmı́nky jsou ve skutečnosti kvazirovnice, a tedy definujı́ kvazivarietu algeber, které jsou
v literatuře běžně známé jako BCK-algebry (vı́ se také, že se jedná o vlastnı́ kvazivarietu, tj.
nenı́ to varieta). Na druhou stranu, máme-li BCK-algebru A, pak je zřejmé z podmı́nek, které
ji definujı́, že (pro libovolné t ∈ A) platı́ 〈A, {t → t}〉 ∈MOD∗(BCK).

Nynı́ bychom se mohli mylně domnı́vat, že pro každou algebru A ∈ ALG∗(A) existuje
jediný filtr F takový, že 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L), nebo dokonce, že F vždy musı́ být singleton. Na
následujı́cı́m přı́kladu ukážeme, že tomu tak opravdu být nemusı́.

PŘÍKLAD 1.2.12. Pro logiku BCI můžeme zadefinovat algebru M na nosiči {>, t, f ,⊥}, jejı́ž
jediná operace je dána následujı́cı́ tabulkou:

→M > t f ⊥

> > ⊥ ⊥ ⊥

t > t f ⊥

f > ⊥ t ⊥

⊥ > > > >

Ověřit, že FiBCI(M) = {{t,>}, {t, f ,>},M} a ΩM({t,>}) = ΩM({t, f ,>}) = IdM, ponecháme
čtenáři jako jednoduché cvičenı́. Všimněme si, že jsme dokázali, že M ∈ ALG∗(BCI), a navı́c
máme na téže algebře dva různé redukované modely, jejichž filtry nejsou singletony.
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V následujı́cı́m lemmatu ukážeme, jak lze libovolný model převést na redukovaný. Nejprve
zavedeme následujı́cı́ značenı́: pro libovolnou matici A = 〈A, F〉 budeme psát [a]F = {b ∈ A |
〈a, b〉 ∈ ΩA(F)}, [F] = {[a]F | a ∈ F} a A∗ = 〈A/ΩA(F), [F]〉.

LEMMA 1.2.13. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika a A = 〈A, F〉 ∈MOD(L), pak:

1. Pro každé a ∈ A: [a]F ∈ [F] právě tehdy, když a ∈ F.

2. Pro každé a, b ∈ A: [a]F ≤A∗ [b]F právě tehdy, když a→A b ∈ F.

3. A∗ ∈MOD∗(L).

Důkaz. 1. Jeden směr platı́ přı́mo z definice. Pro druhý směr: Necht’ [a]F ∈ [F]. Z předpokladu
vı́me, že [a]F = [b]F pro nějaké b ∈ F. Tedy 〈a, b〉 ∈ ΩA(F) a dále, protože ΩA(F) je logická
kongruence, dostaneme a ∈ F.

2. Plyne z následujı́cı́ho řetězu očividných ekvivalencı́: [a]F ≤A∗ [b]F právě tehdy, když
[a]F →

A/ΩA(F) [b]F ∈ [F] právě tehdy, když [a→A b]F ∈ [F] právě tehdy, když a→A b ∈ F.
3. Je zřejmé, že [·]F je surjektivnı́ homomorfismus z A na A/ΩA(F). Z lemmatu 1.1.27

tedy dostaneme A∗ ∈ MOD(L). Zbývá tedy ukázat, že matice A∗ je redukovaná: z nerovnostı́
[a]F ≤A∗ [b]F a [b]F ≤A∗ [a]F plyne (dı́ky předchozı́mu bodu), že 〈a, b〉 ∈ ΩA(F), a tedy
[a]F = [b]F . �

DEFINICE 1.2.14 (Leibnizův operátor). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika v jazyceL a A je
L-algebra. Leibnizův operátor asociovaný s algebrou A je funkce, která každému F ∈ FiL(A)
přiřadı́ Leibnizovu kongruenci ΩA(F).

TVRZENÍ 1.2.15. Pro každou slabě implikativnı́ logiku L v jazyce L a každou L-algebru A
platı́:

1. ΩA zachovává průseky, a tedy je monotónnı́ (neboli: pro všechny F,G ∈ FiL(A)
platı́ ΩA(F ∩G) = ΩA(F) ∩ΩA(G), a pokud F ⊆ G, pak ΩA(F) ⊆ ΩA(G)).

2. ΩA komutuje se vzory homomorfismů, tj. pro každou L-algebru B, každý
homomorfismus h : A→ B a každý F ∈ FiL(B) platı́
ΩA(h−1[F]) = h−1[ΩB(F)] = {〈a, b〉 | 〈h(a), h(b)〉 ∈ ΩB(F)}.

3. ΩA[FiL(A)] = ConALG∗(L)(A), kde ConALG∗(L)(A) značı́ inkluzı́ uspořádanou
množinu všech kongruencı́ na algebře A, jejichž faktor náležı́ do ALG∗(L). 9

Důkaz. Důkaz prvnı́ch dvou tvrzenı́ je snadný (při důkazu toho druhého použijeme fakt, že
dı́ky lemmatu 1.1.27 je h−1[F] filtr na A). Pro důkaz třetı́ho tvrzenı́ pozorujme, že dı́ky lem-
matu 1.2.13 platı́: ΩA[FiL(A)] ⊆ ConALG∗(L)(A). Pro důkaz druhého směru předpokládejme,
že Θ ∈ ConALG∗(L)(A). Vı́me, že A/Θ ∈ ALG∗(L), tj. 〈A/Θ, F0〉 ∈ MOD∗(L) pro nějaký
filtr F0. Necht’ k je kanonické zobrazenı́ z A na A/Θ, definujme F = k−1[F0] a (opět podle
lemmatu 1.1.27) dostaneme, že F ∈ FiL(A). Důkaz zakončı́me následujı́cı́m pozorovánı́m:
ΩA(F) = ΩA(k−1[F0]) = k−1[ΩA/Θ(F0)] = k−1[IdA/Θ] = Θ. �

V následujı́cı́ definici zavedeme velmi dobře známý pojem Lindenbaum-Tarského matic
tak, jak se tradičně zavádı́ v literatuře, a ukážeme jeho souvislost s redukovanými maticemi.

9Později, po tvrzenı́ 1.3.16, ukážeme, že ConALG∗(L)(A) je dokonce svaz.
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DEFINICE 1.2.16 (Lindenbaum-Tarského matice). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika v ja-
zyce L a T ∈ Th(L). Pro každou formuli ϕ definujeme množinu

[ϕ]T = {ψ ∈ FmL | ϕ↔ ψ ⊆ T }.

Lindenbaum-Tarského matice teorie T , LindTT , je L-matice s filtrem {[ϕ]T | ϕ ∈ T }, algebrou
s nosičem {[ϕ]T | ϕ ∈ FmL} a s operacemi cLindTT ([ϕ1]T , . . . , [ϕn]T ) = [c(ϕ1, . . . , ϕn)]T .

Lze snadno nahlédnout, že pro každou teorii T ∈ Th(L) je matice LindTT shodná s maticı́
〈FmL,T 〉∗. Nynı́ máme vše, co je potřeba k hlavnı́mu výsledku této sekce.

VĚTA 1.2.17 (Úplnost vzhledem k redukovaným modelům). Necht’ L je slabě implikativnı́
logika v jazyce L, pak pro každou množinu formulı́ Γ a každou formuli ϕ platı́ následujı́cı́
tvrzenı́: Γ `L ϕ právě tehdy, když Γ |=MOD∗(L) ϕ.

Důkaz. Důkaz korektnosti je snadný. Pro opačný směr: Mějme teorii T generovanou Γ; dı́ky
lemmatu 1.2.13 zřejmě platı́ LindTT ∈ MOD∗(L). Uvažme LindTT -ohodnocenı́ e definované
jako e(ψ) = [ψ]T , očividně platı́ : e[Γ] ⊆ [T ] (z lemmatu 1.2.13 vı́me: e(χ) ∈ [T ] právě tehdy,
když χ ∈ T ). Z předpokladu Γ |=MOD∗(L) ϕ tak dostaneme, že [ϕ]T = e(ϕ) ∈ [T ]. Tedy ϕ ∈ T a
nakonec Γ `L ϕ. �

Důkaz naznačuje, jak lze výsledek v teorému zesı́lit: každá slabě implikativnı́ logika je
úplná vzhledem ke třı́dě svých Lindenbaum-Tarského matic.

Tato druhá věta o úplnosti je důležitým zlepšenı́m té prvnı́ v tom smyslu, že se nám podařilo
zı́skat úplnou maticovou sémantiku založenou na třı́dě algeber ALG∗(L). Na přı́kladech jsme
viděli, jak se to promı́tne v souvislosti s očekávanou algebraickou sémantikou pro promi-
nentnı́ logiky, jako je klasická a intuicionistická, kde opravdu dostaneme variety Booleových
a Heytingových algeber. Na druhou stranu bychom rádi náš výsledek dále zesı́lili omezenı́m
se na nějakou konkrétnı́ významnou podtřı́du ALG∗(L), nebo dokonce na jednu konkrétnı́ al-
gebru. Napřı́klad pro klasickou logiku bychom chtěli zı́skat úplnost vůči matici založené na
dvouhodnotové Booleově algebře. Tı́m jsme si vytyčili cı́l pro dalšı́ sekci.

1.3 Pokročilá sémantika a třetı́ věta o úplnosti

V této sekci nejprve zavedeme potřebné pojmy z teorie uzávěrových systémů a operátorů
a poté dokážeme pro finitárnı́ slabě implikativnı́ logiky třetı́ formu věty o úplnosti. Tı́m se nám
konečně podařı́ zachytit sémantiku, která v přı́padě klasické logiky odpovı́dá standardnı́ dvou-
hodnotové sémantice. Důkaz této věty je dalšı́m rozvedenı́m předešlých důkazů vět o úplnosti,
opět budeme využı́vat Lindenbaum-Tarského konstrukce, ale aby zı́skaná redukovaná matice
splňovala dalšı́ dodatečné podmı́nky, musı́me nejprve rozšı́řit původnı́ teorii do většı́ speciálnı́
teorie. Z toho důvodu budeme muset zavést řadu dalšı́ch technických pojmů a ukázat od-
povı́dajı́ výsledek o rozšı́řenı́ teoriı́, který (jak uvidı́me) vyžaduje, aby uvažovaná výroková
logika byla finitárnı́.

DEFINICE 1.3.1 (Uzávěrový systém). Uzávěrový systém na množině A je systém podmnožin
C ⊆ P(A) obsahujı́cı́ A uzavřený na libovolné průniky. Prvky C nazýváme uzavřené množiny.

Jak jsme již viděli, pro každou logiku L v jazyce L a každou L-algebru A platı́, že FiL(A)
je uzávěrový systém na A; speciálně Th(L) je uzávěrový systém na FmL.
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DEFINICE 1.3.2 (Uzávěrový operátor). Mějme množinu A. Uzávěrový operátor na A je zob-
razenı́ C : P(A)→ P(A) takové, že pro všechny X,Y ⊆ A:

1. X ⊆ C(X),

2. C(X) = C(C(X)),

3. kdykoli X ⊆ Y, pak také C(X) ⊆ C(Y).

Každý uzávěrový operátor C definuje uzávěrový systém: {X ⊆ A | C(X) = X}. A naopak
pro uzávěrový systém C na A můžeme snadno definovat přı́slušný uzávěrový operátor: C(X) =⋂
{Y ∈ C | X ⊆ Y}. Tedy každý uzávěrový operátor lze uvažovat jako uzávěrový sytém a

naopak. Uzávěrový operátor asociovaný s uzávěrovým systémem Th(L), jak jsme již viděli,
značı́me jako ThL, obdobně operátor asociovaný k FiL(A) značı́me jako FiA

L ; jako obvykle
budeme při psanı́ vynechávat parametry, když bude vše jasné z kontextu.

Řı́káme, že uzávěrový operátor C je algebraický, když pro každou X ⊆ A platı́ C(X) =⋃
{C(Y) | Y ⊆ X a Y je konečná}. Dále řı́káme, že uzávěrový systém C je algebraický, pokud je

uzavřen na sjednocenı́ nahoru usměrněných podsystémů (tj. podsystémů D , ∅ takových, že
pro každé A, B ∈ D existuje C ∈ D takové, že A ∪ B ⊆ C).

VĚTA 1.3.3 (Schmidtova věta). Uzávěrový operátor C je algebraický právě tehdy, když jeho
asociovaný uzávěrový systém C je algebraický.

Důkaz. Předpokládejme, že C je algebraický, a mějme nahoru usměrněný podsystém D ⊆ C.
Stačı́ tedy ukázat, že C(

⋃
D) ⊆

⋃
D. Vezměme libovolné a ∈ C(

⋃
D). Z finitarity plyne,

že a ∈ C(a1, . . . , an) pro nějaké a1, . . . , an ∈
⋃
D. Jelikož D je nahoru usměrněný, existuje

X0 ∈ D takové, že a1, . . . , an ∈ X0. Z toho máme a ∈ C(X0) = X0 ∈ D, a tedy můžeme uzavřı́t:
a ∈
⋃
D. Naopak předpokládejme, že C je algebraický, uvažme libovolnou X ⊆ A a definujme

systém D = {C(F) | F ⊆ X konečná}. Protože D je zřejmě nahoru usměrněná, dostaneme⋃
D ∈ C, a proto

⋃
D = C(X). �

Všimněme si, že logika L je finitárnı́ právě tehdy, když jejı́ uzávěrový operátor ThL je
algebraický. Následujı́cı́ důsledek je prvnı́ přı́klad takzvaných vět o přenosu: neboli vět, které
přenášejı́ vlastnosti logiky L v jazyce L (chápané jako uzávěrový operátor/systém na množině
formulı́) na analogickou vlastnost na uzávěrovém operátoru/systému L-filtrů na libovolné L-
algebře.

DŮSLEDEK 1.3.4 (Přenos finitarity). Pro danou logiku L v jazyce L je následujı́cı́ ekviva-
lentnı́:

1. L je finitárnı́.

2. FiA
L je algebraický uzávěrový operátor pro libovolnou L-algebru A.

3. FiL(A) je algebraický uzávěrový systém pro libovolnou L-algebru A.

Důkaz. Ekvivalence druhého a třetı́ho tvrzenı́ je přı́mým důsledkem předchozı́ věty. Očividně
2 implikuje 1, stačı́ vzı́t A = FmL. Ukážeme, že 1 implikuje 3. Mějme nahoru usměrněný
systém F ⊆ FiL(A) a definujme F =

⋃
F . Musı́me ukázat, že F ∈ FiL(A). Předpokládejme,

že Γ `L ϕ a e je A-ohodnocenı́ takové, že e[Γ] ⊆ F. Protože L je finitárnı́, tak existuje konečná
množina Γ0 ⊆ Γ taková, že Γ0 `L ϕ. Poté, protože F je nahoru usměrněný, musı́ existovat
F0 ∈ F takový, že e[Γ0] ⊆ F0, a tedy e(ϕ) ∈ F0 ⊆ F. �
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Dalšı́m důležitým pojmem v teorii uzávěrových systému je báze, což je speciálnı́ systém
uzavřených množin, který umožňuje popsat každou uzavřenou množinu jako průnik svého pod-
systému.

DEFINICE 1.3.5 (Báze). Báze uzávěrového systému C na A je libovolný podsystém B ⊆ C
splňujı́cı́ některou z následujı́cı́ch ekvivalentnı́ch podmı́nek:

1. C je nejhrubšı́ uzávěrový systém obsahujı́cı́ B.

2. Pro každé T ∈ C \ {A} existujeD ⊆ B takové, že T =
⋂
D.

3. Pro každé T ∈ C \ {A}, T =
⋂
{B ∈ B | T ⊆ B}.

4. Pro každé Y ∈ C a a ∈ A \ Y existuje Z ∈ B takové, že Y ⊆ Z a a < Z.

DEFINICE 1.3.6 (Saturované a (konečně) ∩-ireducibilnı́ uzavřené množiny). Prvek X uzá-
věrového systému C na A se nazývá

• maximálnı́ vzhledem k a, pokud je maximálnı́m (v uspořádánı́ daném inkluzı́) prvkem
v množině {Y ∈ C | a < Y},

• saturovaný, pokud je maximálnı́ vzhledem k nějakému prvku a,

• (konečně) ∩-ireducibilnı́, pokud pro každou (neprázdnou konečnou) množinu Y ⊆ C
takovou, že X =

⋂
Y∈Y Y, existuje Y ∈ Y takové, že X = Y.

Poznamenejme, že množina A je konečně ∩-ireducibilnı́, ale nenı́ ∩-ireducibilnı́ (průnik
prázdně množiny je roven množině A). Fakt, že X je konečně ∩-ireducibilnı́, může být ekvi-
valentně definován následujı́cı́m způsobem: pro každé Y1,Y2 ∈ C takové, že X = Y1 ∩ Y2,
máme X = Y1 nebo X = Y2. Konečně ∩-ireducibilnı́ prvky budeme, obzvlášt’ v logických kon-
textech (z důvodů, které budou zřejmé z dalšı́ch kapitol), označovat předponou prvo-, budeme
tedy mluvit o prvofiltrech a prvoteoriı́ch. V tvrzenı́ 1.3.14 ukážeme, jak mohou být prvote-
orie charakterizovány pomocı́ dobře známých vlastnostı́ v přı́padě klasické a intuicionistické
logiky.

TVRZENÍ 1.3.7. Necht’C je uzávěrový systém na množině A a T ∈ C. Pak platı́: T je saturo-
vaná právě tehdy, když T je ∩-ireducibilnı́.

Důkaz. Předpokládejme, že T nenı́ ∩-ireducibilnı́, tzn. existuje systém {Ti | i ∈ I} ⊆ C takový,
že T =

⋂
i∈I Ti a T ( Ti pro každé i ∈ I. Nynı́ můžeme pro každé i ∈ I vybrat bi ∈ Ti \ T , platı́

T ( C(T, bi) ⊆ Ti; z toho dostaneme: T =
⋂
{C(T, bi) | i ∈ I}, a tedy T =

⋂
{C(T, b) | b < T }.

Pro spor předpokládejme, že T je maximálnı́ vzhledem k a ∈ A. Pak pro všechna b < T máme
T ( C(T, b) a z maximality plyne: a ∈ C(T, b). Proto a ∈

⋂
{C(T, b) | b < T } = T ; spor.

Naopak, necht’ T je ∩-ireducibilnı́. Zřejmě T (
⋂
{C(T, b) | b < T }, a tedy existuje a ∈⋂

{C(T, b) | b < T } \ T , což znamená, že T je maximálnı́ vzhledem k a. Opravdu: když T ′ ∈ C
a T ( T ′, pak existuje b ∈ T ′ \ T a z toho plyne a ∈ C(T, b) ⊆ T ′. �

Následujı́cı́ tvrzenı́ nám umožňuje dokázat, že systém všech ∩-ireducibilnı́ch množin libo-
volného algebraického uzávěrového systému tvořı́ jeho bázi. Tento výsledek později použijeme
k dalšı́mu zlepšenı́ věty o úplnosti pro slabě implikativnı́ logiky.
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LEMMA 1.3.8 (Abstraktnı́ Lindenbaumovo lemma). Necht’C je algebraický uzávěrový operá-
tor a C jeho přidružený uzávěrový systém. Pokud T ∈ C a zároveň a < X, pak existuje X′ ∈ C,
pro které platı́: X ⊆ X′ a zároveň X′ je maximálnı́ vzhledem k a.

Důkaz. Důkaz je snadnou aplikacı́ Zornova lemmatu: Systém A = {Y ∈ C | X ⊆ Y a a < Y}
je očividně neprázdný (např. X ∈ A), a pokud vezmeme libovolný řetězec S ⊆ A, tak dle
Schmidtovy věty 1.3.3 platı́

⋃
S ∈ C (každý řetězec je nahoru usměrněný) a navı́c je zřejmé,

že množina
⋃
S obsahuje X a neobsahuje a, a proto

⋃
S ∈ A. Jelikož

⋃
S je hornı́ závorou

řetězce, jsou splněny všechny podmı́nky pro aplikaci Zornova lemmatu, z něhož tak plyne, že
A má nějaký maximálnı́ prvek X′, který má námi požadovanou vlastnost. �

DŮSLEDEK 1.3.9. Pro každý algebraický uzávěrový operátor C a jeho odpovı́dajı́cı́ uzávěrový
systém C platı́, že třı́da všech ∩-ireducibilnı́ch (tj. saturovaných) prvků z C tvořı́ bázi C.

Pro mnoho výsledků je abstraktnı́ Lindenbaumovo lemma zásadnı́, ale lze ho dokázat pouze
pro finitárnı́ logiky. Později ale uvidı́me, že pro důkaz některých jeho důsledků nám bude stačit
slabšı́ tvrzenı́, která platı́ i pro mnohé nefinitárnı́ logiky.

DEFINICE 1.3.10. Řı́káme, že uzávěrový systém C (nebo jeho přidružený uzávěrový operátor
C) má vlastnost IPEP10, pokud třı́da všech konečně ∩-ireducibilnı́ch prvků z C tvořı́ bázi C.
Dále řı́káme, že logika L má IPEP, pokud ji má uzávěrový systém Th(L).

Všimněme si, že z předchozı́ho důsledku plyne, že každá finitárnı́ logika má IPEP. Nynı́
uvedeme přı́klad logiky, která nenı́ finitárnı́ a zároveň má IPEP; později, v přı́kladu 3.1.18,
uvedeme logiku, která nemá ani IPEP (dı́ky větě 3.2.15). Třı́da logik s vlastnostı́ IPEP je tedy
netriviálnı́m rozšı́řenı́m třı́dy finitárnı́ch logik.

PŘÍKLAD 1.3.11. Standardnı́ nekonečněhodnotová Łukasiewiczova logika �∞ má IPEP, ale
nenı́ finitárnı́.11 Logika �∞ má spojky→, 0 a je určena maticı́ A = 〈〈[0, 1],→A, 0

A
〉, {1}〉, kde

x →A y = min{1 − x + y, 1} a 0
A

= 0. Je velmi dobře známo, že �∞ nenı́ finitárnı́ (důkaz lze
nalézt např. v [32]); ukážeme, že má ale IPEP.

Pokud T 0�∞ χ, pak existuje ohodnocenı́ e takové, že e[T ] = {1} a zároveň e(χ) , 1.
Definujme T ′ = e−1[{1}]; očividně T ′ je teorie a navı́c T ⊆ T ′ a T ′ 0�∞ χ. Předpokládejme, že
T ′ nenı́ prvoteorie; tedy existujı́ formule ϕ, ψ < T ′, které splňujı́: T ′ = Th�∞(T, ϕ)∩Th�∞(T, ψ).
Bez újmy na obecnosti dále předpokládejme, že e(ϕ) ≤ e(ψ), tedy e(ϕ→ ψ) = 1, což znamená,
že ϕ→ ψ ∈ T ′. Z toho plyne ψ ∈ Th�∞(T, ϕ) (kvůli ϕ, ϕ→ ψ `� ψ), a tedy ψ ∈ T ′, což je spor
s předpokladem ψ < T ′.

LEMMA 1.3.12. Necht’ L′ je axiomatická extenze logiky L. Pak platı́, že pokud L má IPEP, tak
má IPEP také logika L′.

Důkaz. Mějme L′-teorii T . Musı́ existovat množina L-prvoteoriı́R taková, že T =
⋂
R (protože

T je samozřejmě také L-teorie). Z [18, Tvrzenı́ 0.8.3.] vı́me, že všechny L-teorie obsahujı́cı́ T
(konkrétně tedy i teorie z R) jsou L′-teorie. K zakončenı́ důkazu si stačı́ povšimnout, že pokud
L′-teorie je prvoteorie v L, pak je také prvoteoriı́ v L′. �

10Z angl. ”intersection prime extension property“. (Pozn. překladatele.)
11Lze však snadno najı́t mnoho takových přı́padů. Nebot’ z věty 4.1.7 vyplývá, že každá (i infinitárnı́) slabě

implikativnı́ semilineárnı́ logika (mezi ně patřı́ i �∞ a mnoho dalšı́ch dobře známých fuzzy logik) má IPEP.
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Nynı́ ukážeme, že v klasické a intuicionistické logice splývá naše definice prvoteorie se
známou definicı́ téhož pojmu prostřednictvı́m disjunkce. Dále ukážeme několik dalšı́ch mož-
ných definic, které lze v klasické, ale již ne v intuicionistické logice použı́t.

Připomeňme nejprve ale několik faktů: zaprvé větu o dedukci (jejı́ž standardnı́ syntaktický
důkaz uvidı́me v kapitole 2) pro klasickou i intucionistickou logiku, která řı́ká, že pro každou
množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ} ⊆ FmCL platı́: Γ, ϕ ` ψ právě tehdy, když Γ ` ϕ → ψ. Zadruhé
vlastnost důkazu po přı́padech (tato vlastnost je také velmi dobře známá a budeme se jı́ vı́ce
věnovat v kapitole 3):

TVRZENÍ 1.3.13 (Vlastnost důkazu po přı́padech pro CL a IL). Necht’ L ∈ {CL, IL}. Pak pro
každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ} ⊆ FmCL platı́: ThL(Γ, ϕ ∨ ψ) = ThL(Γ, ϕ) ∩ ThL(Γ, ψ).

Důkaz. Předpokládejme, že χ ∈ ThL(Γ, ϕ∨ψ), tzn. Γ, ϕ∨ψ `L χ. Pak užitı́m axiomů α→ α∨β

a α ∨ β → β ∨ α dostaneme Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ, tedy χ ∈ ThL(Γ, ϕ) ∩ ThL(Γ, ψ). Na druhou
stranu předpokládejme, že Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ. Využitı́m věty o dedukci zı́skáme Γ `L ϕ→ χ

a Γ `L ψ → χ, dále užitı́m axiomů α → (β → α ∧ β), (α → γ) ∧ (β → γ) → (α ∨ β → γ)
a pravidla modus ponens dokážeme Γ `L ϕ ∨ ψ → χ. Důkaz zakončı́me opět aplikacı́ věty
o dedukci: χ ∈ ThL(Γ, ϕ ∨ ψ). �

TVRZENÍ 1.3.14 (∩-ireducibilnı́ teorie v CL a IL). Pro každou teorii T ∈Th(CL) je následujı́cı́
ekvivalentnı́:

1. T je prvoteorie.
2. Pro každou dvojici formulı́ ϕ, ψ platı́: pokud ϕ ∨ ψ ∈ T, pak ϕ ∈ T nebo ψ ∈ T.
3. T je ∩-ireducibilnı́.
4. T je maximálnı́ vzhledem k 0.
5. Pro každou formuli ϕ platı́: ϕ ∈ T nebo ¬ϕ ∈ T.

Pokud T ∈ Th(IL), pak 1. je ekvivalentnı́ s 2., 4. je ekvivalentnı́ s 5. a navı́c platı́ všechny
implikace zezdola nahoru. Naopak implikace z 1. do 3. a z 3. do 4. obecně neplatı́.

Důkaz. Jako prvnı́ ukážeme implikace, které platı́ již pro T ∈ Th(IL).

• 1.↔2.: Předpokládejme 1. a ϕ ∨ ψ ∈ T . Pak, dı́ky vlastnosti důkazu po přı́padech, T =

ThL(T, ϕ ∨ ψ) = ThL(T, ϕ) ∩ ThL(T, ψ), a tedy T = ThL(T, ϕ) nebo T = ThL(T, ψ),
tj. ϕ ∈ T nebo ψ ∈ T . Naopak předpokládejme, že T nenı́ prvoteorie, tj. existujı́ teorie
T1,T2 ∈ Th(IL) takové, že T = T1 ∩ T2, T ( T1 a T ( T2. Z toho vyplývá, že existujı́
formule ϕ ∈ T1 \ T a ψ ∈ T2 \ T . Užitı́m axiomů α→ α ∨ β a α ∨ β→ β ∨ α dostaneme
ϕ ∨ ψ ∈ T1 ∩ T2 = T , zatı́mco ϕ < T a ψ < T .

• 4.↔5.: Necht’ platı́ 4. a existuje formule ϕ taková, že ϕ < T . Pak T, ϕ ` 0 a z věty
o dedukci T ` ϕ → 0, a protože T je teorie, dostaneme ¬ϕ ∈ T . Na druhou stranu
předpokládejme 5. a ϕ < T . Tedy ¬ϕ = ϕ → 0 ∈ T a užitı́m pravidla modus ponens
T, ϕ ` 0.

• 5.→3.: Snadný důsledek tvrzenı́ 1.3.7.

• 3.→1.: Triviálnı́.

Abychom ukázali, že za silnějšı́ho předpokladu T ∈ Th(CL) platı́ zbývajı́cı́ implikace, stačı́
ukázat, že 2. implikuje 5., což je snadný důsledek faktu, že ϕ ∨ ¬ϕ je teorémem klasické
logiky CL. Zbývá tedy ukázat protipřı́klady na implikace, které neplatı́ pro IL:
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• 2.6→3.: Uvažme Heytingovu algebru [0, 1]G zavedenou v přı́kladě 1.1.26 a všimněme si,
že dı́ky tvrzenı́ 1.1.25 platı́, že G = 〈[0, 1]G, {1}〉 ∈ MOD(IL). Vezměme ohodnocenı́ e
takové, že e(vi) = 1− 1

i pro každé i ≥ 1. Užitı́m lemmatu 1.1.27 a tvrzenı́ 1.1.30 a 1.1.25
vı́me, že Ti = e−1[{[1 − 1

i , 1]}] je teorie pro každé i ≥ 1; definujme dále T0 = e−1[{1}].
Zjevně pro každou dvojici ϕ a ψ máme: ϕ ∨ ψ ∈ T0 právě tehdy, když e(ϕ) ∨ e(ψ) = 1
právě tehdy, když e(ϕ) = 1 nebo e(ψ) = 1. Tedy T0 splňuje podmı́nku 2. Avšak snadno
můžeme nahlédnout, že T0 =

⋂
i≥1 Ti, zatı́mco pro každé i ≥ 1, vi ∈ Ti \ T0, tj. T0 nenı́

∩-ireducibilnı́.
• 3. 6→5.: Necht’ T je maximálnı́ vzhledem k formuli v∨¬v (vı́me, že tato formule nenı́ do-

kazatelná v intuicionistické logice, a tedy taková teorie musı́ existovat podle abstraktnı́ho
Lindenbaumova lemmatu 1.3.8). Pak T je ∩-ireducibilnı́ dı́ky tvrzenı́ 1.3.7, ale nemůže
splňovat podmı́nku 5., nebot’ kdyby v ∈ T nebo ¬v ∈ T , pak také v ∨ ¬v ∈ T . �

Všimněme si, že podmı́nky 2., 4. a 5. odpovı́dajı́ obvyklým (ekvivalentnı́m) definicı́m ultra-
filtru na Booleových algebrách. Všimněme si, že teorie, které splňujı́ podmı́nku 4., jsou právě
maximálně bezesporné teorie IL (nebo CL) (tj. maximálnı́ prvky množiny {T ∈ ThL(IL) |
T , FmL} vzhledem k uspořádánı́ danému inkluzı́), což je snadným důsledkem faktu, že T je
bezesporná právě tehdy, když 0 < T (dı́ky axiomu 0→ ϕ a pravidlu modus ponens).

Mohli bychom zadefinovat pojem maximálně bezesporné uzavřené množiny pro uzávěrový
systém C na A a pozorovat, že každá bezesporná uzavřená množina C (tj. C ∈ C \ {A}) je
maximálně bezesporná právě tehdy, když je maximálnı́ vzhledem ke každému prvku z A \ C.
Pokud A má C-sporný prvek, tj. prvek 0 ∈ A takový, že pro každou C ∈ C platı́: C = A právě
tehdy, když 0 ∈ C (jak je tomu u Th(CL) a Th(IL)), pak lze charakterizovat maximálně beze-
sporné množiny jako množiny maximálnı́ vzhledem k 0. V takovém přı́padě můžeme použı́t
abstraktnı́ Lindenbaumovo lemma a ukázat (pokud C je algebraický), že každá bezesporná
uzavřená množina může být rozšı́řena na maximálnı́ bezespornou. To ale obecně neznamená,
že maximálně bezesporné množiny tvořı́ bázi C: uvažme množinu T0 všech teorémů IL; vı́me,
že p ∨ ¬p < T0. Dı́ky předchozı́mu tvrzenı́ vı́me, že maximálně bezesporné množiny doka-
zujı́ p ∨ ¬p, z toho vyplývá, že neexistuje maximálně bezesporná teorie T ⊇ T0 taková, že
p ∨ ¬p < T .

Nynı́ se od syntaxe obrátı́me opět k sémantice a zavedeme dalšı́ nezbytné pojmy teorie
matic. Všimněme si, že L-matice 〈A, F〉 může být nahlı́žena jako prvořádová struktura v pre-
dikátovém jazyce bez rovnosti s funkčnı́mi symboly z L, nosičem A a s jednı́m unárnı́m pre-
dikátovým symbolem F , kde funkčnı́ symboly jsou interpretovány operacemi na algebře A
a predikátový symbol F množinou F. Z tohoto pohledu dává smysl pro logické matice za-
definovat obvyklé pojmy jako podstruktura (budeme ji nazývat podmatice), homomorfismus
(pokud a ∈ F1, pak h(a) ∈ F2), striktnı́ homomorfismus (a ∈ F1 právě tehdy, když h(a) ∈ F2),
izomorfismus, direktnı́ součin, redukovaný součin a ultraprodukt. Pro třı́du matic K budeme
značit uzávěr K na tyto operace, v uvedeném pořadı́, následovně: S(K), H(K), HS(K), I(K),
P(K), PR(K) a PU(K). Dalšı́ důležitou operacı́ na třı́dě matic, kterou budeme potřebovat, je
redukovaný produkt přes spočetně úplné filtry12 (tj. filtry uzavřené na spočetné průniky), tuto
operaci budeme značit Pσ- f . Zřejmě platı́: P(K) ⊆ Pσ- f (K). Poznamenejme ještě, že bijek-
tivnı́ maticový homomorfismus nemusı́ nutně být izomorfismus (protože zobrazenı́ k němu
inverznı́ nemusı́ být homomorfismem matic). Maticové vnořenı́ je homomorfismus, který je
prostý a striktnı́.

12Běžně se také použı́vá termı́n σ-úplný filtr. (Pozn. překladatele.)
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Poznamenejme, že pro libovolnou matici 〈A, F〉 ∈ MOD(L) může být množina [F, A] =

{G ∈ FiL(A) | F ⊆ G} uvažována jako interval ve svazu L-filtrů na A.

TVRZENÍ 1.3.15. Mějme 〈A, F〉, 〈B,G〉 ∈ MOD(L) a necht’ h : 〈A, F〉 → 〈B,G〉 je striktnı́
surjektivnı́ homomorfismus. Pak zobrazenı́ h definované jako h(H) = h[H] je izomorfismus
mezi [F, A] a [G, B].

Důkaz. Nejprve si všimněme, že jelikož h je striktnı́ homomorfismus, tak h−1[G] = F.
Uvažme také zobrazenı́ h−1(S ) = h−1[S ] pro každé S ∈ [G, B]. Očividně h−1(S ) ∈ [F, A]

pro každé S ∈ [G, B] (jedná se o filtr dı́ky lemmatu 1.1.27 a F = h−1[G] ⊆ h−1[S ]). Abychom
dokázali, že h(T ) ∈ [G, B] pro každé T ∈ [F, A], musı́me ukázat, že h(x) ∈ h[T ] implikuje
x ∈ T (zbytek je aplikace lemmatu 1.1.27): Z předpokladu dostaneme h(x) = h(y) pro nějaké
y ∈ T , proto h(y→A x) = h(y)→B h(x) ∈ G, tedy y→A x ∈ h−1[G] = F ⊆ T , a jelikož y ∈ T ,
dostaneme x ∈ T .

Snadno lze nahlédnout, že obě zobrazenı́ h a h−1 jsou monotónnı́, a tedy k zakončenı́
důkazu stačı́ ukázat, že h−1(h(T )) = T a h(h−1(S )) = S pro každé T ∈ [F, A] a S ∈ [G, B].
Dvě netriviálnı́ inkluze jsou h−1(h(T )) ⊆ T (jedná se o důsledek již dokázaného: h(x) ∈ h[T ]
implikuje x ∈ T ) a h(h−1(S )) ⊇ S (důsledek surjektivity zobrazenı́ h). �

Následujı́cı́ vlastnosti těchto operátorů na maticı́ch a redukovaných maticı́ch lze zı́skat
z výsledků prezentovaných v [18]. Všimněme si, že třetı́ tvrzenı́ zobecňuje tvrzenı́ 1.1.23.

TVRZENÍ 1.3.16. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika, pak platı́ následujı́cı́:

1. SP(MOD(L)) ⊆MOD(L).

2. SPσ- f (MOD∗(L)) ⊆MOD∗(L).

3. Pokud K ⊆MOD(L), PUI(K) ⊆ I(K) a L = |=K, pak L je finitárnı́.

4. PU(MOD∗(L)) ⊆MOD∗(L) právě tehdy, když L je finitárnı́.

Jako důsledek bodu 2. dostaneme, že pro každou slabě implikativnı́ logiku L je ALG∗(L)
uzavřena na podalgebry a direktnı́ součiny. Navı́c pro každou L-algebru A je množina k nı́
relativnı́ch kongruencı́, ConALG∗(L)(A), úplný svaz vzhledem k uspořádánı́ inkluzı́ (nebot’ pro
každý systém X ⊆ ConALG∗(L)(A) je faktor algebry A přes kongruenci

⋂
X vnořitelný do

direktnı́ho součinu faktorů algebry A přes kongruence z X, a jelikož ALG∗(A) je uzavřena na
podmatice a direktnı́ součiny, je důkaz hotov).

Pojem subdirektnı́ho součinu algeber z univerzálnı́ algebry také zobecnı́me na logické ma-
tice. Řı́káme, že A je reprezentovatelná jako subdirektnı́ součin systému matic {Ai | i ∈ I},
pokud existuje vnořenı́ α z A do

∏
i∈I Ai takové, že pro každé i ∈ I je složenı́ α s i-tou projekcı́,

πi ◦ α, surjektivnı́ homomorfismus. V takovém přı́padě nazýváme α subdirektnı́ reprezentacı́ a
řı́káme navı́c, že je konečná, pokud je I konečná.

Uzávěr třı́dy matic K na subdirektnı́ součin značı́me PSD(K). Řekneme, že matice A ∈ K je
(konečně) subdirektně ireducibilnı́ vzhledem ke K, pokud pro každou subdirektnı́ reprezentaci
α matice A vůči (neprázdnému konečnému) systému {Ai | i ∈ I} ⊆ K existuje i ∈ I, pro
které je πi ◦α izomorfismus. Třı́du všech (konečně) subdirektně ireducibilnı́ch matic vzhledem
ke K značı́me jako KR(F)SI

13. Snadným pozorovánı́m je, že platı́: KRSI ⊆ KRFSI. Pokud K =

MOD∗(L) pro nějakou logiku L, dospějeme k následujı́cı́ důležité charakterizaci:
13Z angl. ”(finitely) subdirectly irreducible relative to K“. (Pozn. překladatele.)
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VĚTA 1.3.17 (Charakterizace RSI a RFSI redukovaných modelů). Pro každou slabě implika-
tivnı́ logiku L a matici A = 〈A, F〉 ∈MOD∗(L) platı́:

1. A ∈MOD∗(L)RSI právě tehdy, když F je ∩-ireducibilnı́ v FiL(A).

2. A ∈MOD∗(L)RFSI právě tehdy, když F je konečně ∩-ireducibilnı́ v FiL(A).

Důkaz. Prvně vyřešı́me přı́pad, kdy je A triviálnı́ redukovaná matice neboli F = A = {a}.
Připomeňme, že v tomto přı́padě je F konečně ∩-ireducibilnı́, ale nenı́ ∩-ireducibilnı́ v FiL(A).
Očividně A ∈ MOD∗(L)RFSI a A < MOD∗(L)RSI (direktnı́ součin prázdného systému matic je
triviálnı́ matice).

Uvádı́me důkaz pouze pro prvnı́ tvrzenı́, nebot’ druhý je naprosto analogický. Předpoklá-
dejme, že A ∈MOD∗(L)RSI a (pro spor) že F nenı́ ∩-ireducibilnı́ v FiL(A), tj. F =

⋂
i∈I Fi, kde

F ( Fi ∈ FiL(A) pro všechna i ∈ I. Pomocı́ těchto filtrů definujeme matice Ai = 〈A, Fi〉
∗ ∈

MOD∗(L) a ukážeme, že α : A ↪→
∏

i∈I Ai definovaná jako α(a) = 〈[a]Fi | i ∈ I〉 je subdi-
rektnı́ reprezentace matice A. Homomorfismy πi ◦α jsou zřejmě surjektivnı́ a α, jak lze snadno
nahlédnout, je striktnı́ homomorfismus, takže zbývá ukázat, že je α injektivnı́. Uvažme, že
a , b, pak protože matice A je redukovaná, můžeme (bez újmy na obecnosti) předpokládat,
že a →A b < F, a proto také a →A b < Fi pro nějaké i ∈ I. Tedy [a]Fi , [b]Fi a také
α(a) , α(b). Jelikož A ∈ MOD∗(L)RSI, musı́ existovat j ∈ I takové, že πj ◦ α je izomorfismus.
Předpokládejme nynı́, že a ∈ Fj, z toho plyne πj(α(a)) = [a]Fj ∈ [Fj], a jelikož π j ◦ α je izo-
morfismus, je také striktnı́ homomorfismus matic A a A j, tedy a ∈ F, a tak dostaneme Fj = F,
což je spor.

Obrácenou implikaci dokážeme kontrapozicı́: předpokládejme, že A < MOD∗(L)RSI, tj.
existuje třı́da redukovaných modelů logiky {Ai = 〈Ai, Fi〉 | i ∈ I} a subdirektnı́ reprezentace
α : A ↪→

∏
i∈I Ai, kde žádná projekce ve složenı́ s α nenı́ izomorfismus. To nám umožnı́ defino-

vat systém filtrů, který bude rozkladem F. Vezměme F̄i = (πi ◦α)−1[Fi] a dı́ky lemmatu 1.1.27
vı́me F̄i ∈ FiL(A). Ze striktnosti α dále dostaneme F =

⋂
i∈I F̄i. Kdyby F = F̄j pro nějaké

j ∈ I, byl by πj ◦ α izomorfismus, což je ve sporu s předpokladem. A tedy je dokázáno, že F
nenı́ ∩-ireducibilnı́ v FiL(A). �

PŘÍKLAD 1.3.18. Ukážeme, že jediná netriviálnı́ matice v MOD∗(CL)RFSI a MOD∗(CL)RSI
je matice {〈2, {1}〉} (MOD∗(CL)RFSI obsahuje samozřejmě také triviálnı́ matici {〈2, {0, 1}〉}).
Je zřejmé, že platı́: MOD∗(CL)RFSI ⊇ MOD∗(CL)RSI ⊇ {〈2, {1}〉}. Dále uvažme netriviálnı́
Booleovu algebru A = 〈A,∧,∨,¬, 0, 1〉 , 2; tedy existuje prvek a ∈ A \ {0, 1}. Uvažme hlavnı́
filtry F a G generované prvky a a ¬a, tj. F = {x ≥ a | x ∈ A} a G = {x ≥ ¬a | x ∈ A}. Tedy {1} ,
F a {1} , G, a jelikož {1} = {x ≥ a∨¬a | x ∈ A} = F ∩G, vı́me, že 〈A, {1}〉 <MOD∗(CL)RFSI.

Pro intuicionistickou logiku ukážeme, že existuje netriviálnı́ matice v MOD∗(IL)RFSI, která
nenı́ v MOD∗(IL)RSI. Uvažme Heytingovu algebru [0, 1]G zavedenou v přı́kladu 1.1.26. Vı́me,
že [0, 1]G ∈ ALG∗(IL), jejı́ filtry jsou nahoru uzavřené množiny, a proto nemůže existovat
dvojice filtrů {1} , F, {1} , G, {1} = F ∩ G, tzn. G = 〈[0, 1]G, {1}〉 ∈ MOD∗(IL)RFSI. Na
druhou stranu G nenı́ subdirektně ireducibilnı́: všimněme si, že FiIL([0, 1]G) = {(a, 1], [a, 1] |
a ∈ [0, 1)} ∪ {{1}} (dı́ky tvrzenı́ 1.1.25), {1} tedy samozřejmě nenı́ ∩-ireducibilnı́ v FiIL([0, 1]G)
(nebot’ {1} =

⋂
a<1[a, 1]).

Pro dalšı́ průběh si nejprve připomeňme značenı́ z předcházejı́cı́ části týkajı́cı́ se redukce
logických matic. Pro matici A = 〈A, F〉 pı́šeme [a]F = {b ∈ A | 〈a, b〉 ∈ ΩA(F)}, [F] = {[a]F |

a ∈ F} a A∗ = 〈A/ΩA(F), [F]〉.
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DŮSLEDEK 1.3.19. Pro každou slabě implikativnı́ logiku L a A = 〈A, F〉 ∈MOD(L) máme:

1. A∗ ∈MOD∗(L)RSI právě tehdy, když F je ∩-ireducibilnı́ v FiL(A).

2. A∗ ∈MOD∗(L)RFSI právě tehdy, když F je konečně ∩-ireducibilnı́ v FiL(A).

Důkaz. Z lemmatu 1.2.13 vı́me, že A∗ ∈ MOD∗(L). Podle věty 1.3.17 vše, co potřebujeme
ukázat, je, že F je (konečně) ∩-ireducibilnı́ v FiL(A) právě tehdy, když [F] je (konečně) ∩-
ireducibilnı́ v FiL(A∗).

Vı́me, že zobrazenı́ [·] je striktnı́, surjektivnı́ homomorfismus z A na A∗, a tak, dı́ky tvr-
zenı́ 1.3.15, existuje izomorfismus mezi intervaly {G ∈ FiL(A) | F ⊆ G} a {G ∈ FiL(A∗) |
[F] ⊆ G}, zbytek tvrzenı́ je snadným důsledkem právě řečeného. �

VĚTA 1.3.20 (Subdirektnı́ reprezentace). Necht’ L je finitárnı́ slabě implikativnı́ logika. Pak
MOD∗(L) = PSD(MOD∗(L)RSI), mj. tedy každou matici v MOD∗(L) lze reprezentovat jako
subdirektnı́ součin matic z MOD∗(L)RSI.

Důkaz. Jedna inkluze je poměrně snadná:

PSD(MOD∗(L)RSI) ⊆ SP(MOD∗(L)) ⊆ SPσ- f (MOD∗(L)) ⊆MOD∗(L),

(poslednı́ inkluze platı́ dı́ky bodu 2 z tvrzenı́ 1.3.16, ostatnı́ inkluze platı́ triviálně). Abychom
dokázali obrácenou inkluzi, uvažme A = 〈A, F〉 ∈MOD∗(L). Podle důsledku 1.3.4 je FiA

L alge-
braický uzávěrový operátor a podle důsledku 1.3.9 existuje systém {Fi | i ∈ I} ∩-ireducibilnı́ch
filtrů takových, že F =

⋂
i∈I Fi. Vezměme Ai = 〈A, Fi〉

∗. Zobrazenı́ α : A ↪→
∏

i∈I Ai defi-
nované jako α(a) = 〈[a]i | i ∈ I〉 pro každé a ∈ A je subdirektnı́ reprezentace. Navı́c, protože
pro každé i ∈ I je Fi ∩-ireducibilnı́, platı́ pro každé i ∈ I také: 〈A, Fi〉

∗ ∈ MOD∗(L)RSI (podle
věty 1.3.17). �

Tuto kapitolu zakončı́me aplikacı́ důsledku 1.3.19, zı́skáme tak dvě varianty třetı́ věty
o úplnosti (tentokrát ale omezené na finitárnı́ logiky nebo na logiky majı́cı́ IPEP). Pozname-
nejme, že prvnı́ z nich může být také dokázána aplikacı́ vět 1.2.17 a 1.3.20.

VĚTA 1.3.21 (Úplnost vzhledem k RSI redukovaným modelům). Necht’ L je finitárnı́ slabě
implikativnı́ logika. Pak: `L = |=MOD∗(L)RSI .

Důkaz. Důkaz korektnosti je opět triviálnı́. Abychom dokázali úplnost, předpokládejme, že
Γ 0L ϕ. Pomocı́ abstraktnı́ho Lindenbaumova lemmatu 1.3.8 a tvrzenı́ 1.3.7 dostaneme, že
existuje ∩-ireducibilnı́ teorie T ⊇ Γ taková, že ϕ < T . Z tvrzenı́ 1.1.30 vı́me, že 〈FmL,T 〉 ∈
MOD(L), a z Důsledku 1.3.19 dostaneme, že LindTT ∈ MOD∗(L)RSI. Z prvnı́ části lem-
matu 1.2.13 vı́me, že ohodnocenı́ e definované jako e(χ) = [χ]T splňuje e(χ) ∈ [T ] právě tehdy,
když χ ∈ T . Tedy e[Γ] ⊆ [T ] a zároveň e(ϕ) < [T ], tı́m jsme ukázali Γ 6|=MOD∗(L)RSI ϕ. �

Důkaz druhé varianty třetı́ věty o úplnosti probı́há naprosto analogicky, pouze namı́sto
abstraktnı́ho Lindenbaumova lemmatu (které máme dokázané pouze pro finitárnı́ logiky) použi-
jeme vlastnost IPEP.

VĚTA 1.3.22 (Úplnost vzhledem k RFSI redukovaným modelům). Necht’ L je slabě implika-
tivnı́ logika splňujı́cı́ IPEP. Pak `L = |=MOD∗(L)RFSI .

Z obou výše uvedených vět vyplývá, že finitárnı́ slabě implikativnı́ logiky jsou úplné vzhle-
dem ke třı́dě RFSI redukovaných modelů. Uvědomme si, že pro klasickou logiku jsme ukázali
očekávanou úplnost vůči matici 〈2, {1}〉 (viz přı́klad 1.3.18).



1.4. ALGEBRAICKY IMPLIKATIVNÍ LOGIKY 25

1.4 Algebraicky implikativnı́ logiky

Sémantika, kterou jsme doposud uvažovali (jak v obecném, tak v přı́padě slabě implikativnı́ch
logik), byla založená na logických maticı́ch, které majı́ dvě složky: algebru, která sloužı́ k inter-
pretaci spojek jako algebraických operacı́, a množinu vyznačených prvků (filtr), kterými jsme
interpretovali pojem pravdy, který nám dál umožnil definovat logický důsledek. Cı́lem alge-
braické logiky je však snaha redukovat celou sémantiku, kdykoli je to možné, pouze na třı́dy
algeber. Toho lze docı́lit tı́m, že popı́šeme filtr čistě algebraickými pojmy, konkrétně pomocı́
rovnic. Cı́lem této sekce je nalézt třı́du slabě implikativnı́ch logik, které umožňujı́ tento rovni-
cový popis filtrů, a dále ukázat vztah mezi těmito logikami a vhodným pojmem rovnicového
důsledku na jim odpovı́dajı́cı́ch třı́dách algeber.

DEFINICE 1.4.1 (Rovnicový důsledek). Řı́káme, že rovnice ϕ ≈ ψ je důsledek množiny rovnic
Π vzhledem ke třı́dě L-algeber K , pokud pro každou algebru A ∈ K a každé A-ohodnocenı́ e
máme e(ϕ) = e(ψ), kdykoli e(α) = e(β) pro všechny α ≈ β ∈ Π. V takovém přı́padě použı́váme
značenı́ Π |=K ϕ ≈ ψ.

Pro každou slabě implikativnı́ logiku L, můžeme do jazyka logiky přeložit pojem alge-
braického důsledku daného třı́dou L-algeber následujı́cı́m způsobem:

TVRZENÍ 1.4.2. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika a Π ∪ {ϕ ≈ ψ} množina rovnic. Pak
Π |=ALG∗(L) ϕ ≈ ψ právě tehdy, když {α↔ β | α ≈ β ∈ Π} `L ϕ↔ ψ.

Důkaz. Ukážeme důkaz pouze pro jednu implikaci, druhá je velmi podobná. Předpokládejme,
že Π |=ALG∗(L) ϕ ≈ ψ. Abychom ověřili, že {α ↔ β | α ≈ β ∈ Π} `L ϕ ↔ ψ, stačı́ (dı́ky
větě o 1.2.17) ověřit ekvivalentnı́ sémantické tvrzenı́: {α ↔ β | α ≈ β ∈ Π} |=MOD∗(L) ϕ ↔ ψ.
Vezměme libovolný 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L) a libovolné A-ohodnocenı́ e splňujı́cı́ předpoklady,
tj. pro každé α ≈ β ∈ Π máme e(α) →A e(β), e(β) →A e(α) ∈ F, a tedy (jelikož je matice
redukovaná) e(α) = e(β). Podle předpokladu (využı́vajı́ce faktu, že A ∈ ALG∗(L)) vı́me, že
e(ϕ) = e(ψ), a tedy e(ϕ)→A e(ψ), e(ψ)→A e(ϕ) ∈ F. �

Chceme-li zı́skat lepšı́ propojenı́ mezi rovnicovým vyplývánı́m a logikou, musı́me se ome-
zit na speciálnı́ podtřı́du slabě implikativnı́ch logik.

DEFINICE 1.4.3 (Algebraicky implikativnı́ logika). Řı́káme, že logika L je algebraicky im-
plikativnı́, pokud je slabě implikativnı́ a existuje množina rovnic E s jednou proměnnou ta-
ková, že pro každou A = 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L) a každé a ∈ A platı́: a ∈ F právě tehdy, když
µA(a) = νA(a) pro všechny µ ≈ ν ∈ E. V takovém přı́padě ALG∗(L) nazýváme ekvivalentnı́
algebraickou sémantikou logiky L.

Symbolem E[γ] značı́me množinu rovnic vzniklých dosazenı́m formule γ za jedinou pro-
měnnou v E a symbolem E[Γ] značı́me množinu rovnic

⋃
{E(γ) | γ ∈ Γ}.

VĚTA 1.4.4 (Charakterizace algebraicky implikativnı́ch logik). Pro každou slabě implikativnı́
logiku L je následujı́cı́ ekvivalentnı́:

1. L je algebraicky implikativnı́.

2. Existuje množina rovnic E s jednou proměnnou taková, že

(Alg) p a`L {µ(p)↔ ν(p) | µ ≈ ν ∈ E}.
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3. Existuje množina rovnic E s jednou proměnnou taková, že:

• Pro každou L-konsekuci Γ B ϕ platı́ Γ `L ϕ právě tehdy, když E[Γ] |=ALG∗(L) E(ϕ).
• p ≈ q |=ALG∗(L) E[p↔ q] a E[p↔ q] |=ALG∗(L) p ≈ q.

4. Pro každou L-algebru A je Leibnizův operátor ΩA : FiL(A)→ ConALG∗(L)(A) svazový
izomorfismus.

5. Pro každý model 〈A, F〉 ∈MOD∗(L) je F nejmenšı́ L-filtr na A.

V prvnı́ch třech bodech lze uvažovat stejnou množinu E.

Důkaz. Nejprve dokážeme, že jsou ekvivalentnı́ prvnı́ tři body, poté ukážeme ekvivalenci po-
slednı́ch dvou a na závěr ukážeme implikace 1→4 a 4→2.
2→1: Plyne snadno z věty o úplnosti a definice algebraicky implikativnı́ch logik.
1→3: Prvnı́ část bodu 3 lze snadno ověřit pomocı́ věty o úplnosti a definice algebraicky impli-
kativnı́ch logik. Abychom ukázali p ≈ q |=ALG∗(L) E[p ↔ q], vezměme 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L)
a ohodnocenı́ e na A takové, že e(p) = e(q). Pak e(p) →A e(q) ∈ F (dı́ky (R)), a tak
µA(e(p) →A e(q)) = νA(e(p) →A e(q)) pro každé µ ≈ ν ∈ E a to samé pro opačnou
implikaci. Pro důkaz E[p ↔ q] |=ALG∗(L) p ≈ q vezměme 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L) a ohod-
nocenı́ e na A splňujı́cı́ rovnice v předpokladu. Poté e(p) →A e(q), e(q) →A e(p) ∈ F, tj.
〈e(p), e(q)〉 ∈ ΩA(F), a protože matice je redukovaná: e(p) = e(q).
3→2: Chceme ověřit: p a`L {µ(p)↔ ν(p) | µ ≈ ν ∈ E}. Z prvnı́ podmı́nky v bodu 3 dostaneme
ekvivalentnı́ tvrzenı́ v podobě (dvojitého) algebraického důsledku vzhledem k ALG∗(L), jehož
platnost je zaručena druhou částı́ bodu 3.
4→5: Stačı́ si všimnout, že ΩA(F) = IdA, a využı́t faktu, že ΩA je izomorfismus.
5→4: Připomeňme, že pro každou L-algebru A je ConALG∗(L)(A) úplný svaz (zmı́něno v ko-
mentářı́ch pod tvrzenı́m 1.3.16). Tvrzenı́ 1.2.15 řı́ká, že ΩA je surjektivnı́ a zachovává průseky
i uspořádánı́. Abychom ukázali, že se jedná o svazový izomorfismus, stačı́ dokázat, že je prostý
a reflektuje uspořádánı́. Jako prvnı́ ukážeme, že se jedná o prosté zobrazenı́: předpokládejme
ΩA(F) = ΩA(G) pro nějaké F,G ∈ FiL(A). Podle předpokladu z bodu 5 je F/ΩA(F) nejmenšı́
L-filtr na A/ΩA(F) a G/ΩA(G) je nejmenšı́ L-filtr na A/ΩA(G) = A/ΩA(F), tedy: F/ΩA(F) =

G/ΩA(G). Vezměme libovolné a ∈ F. [a]F ∈ F/ΩA(F) = G/ΩA(G), a protože ΩA(F) =

ΩA(G), dostaneme [a]F = [a]G, a tedy platı́ [a]G ∈ G/ΩA(G), z čehož dostaneme a ∈ G.
Druhá inkluze je stejná, takže můžeme shrnout: F = G. Nynı́ lze snadno dokázat, že ΩA také
reflektuje uspořádánı́: pokud ΩA(F) ⊆ ΩA(G), pak ΩA(F ∩G) = ΩA(F) ∩ ΩA(G) = ΩA(F), a
protože je ΩA prostá, máme F ∩G = F, a tedy F ⊆ G.
1→4: Jako prvnı́ ukážeme, že ΩA je prosté zobrazenı́. Předpokládejme ΩA(F) = ΩA(G) pro
nějaké F,G ∈ FiL(A). Mějme a ∈ A, dostaneme následujı́cı́ řetězec ekvivalencı́:

• a ∈ F,
• [a]F ∈ F/ΩA(F),
• µ([a]F) = ν([a]F) pro všechny µ ≈ ν ∈ E,
• µ([a]G) = ν([a]G) pro všechny µ ≈ ν ∈ E,
• [a]G ∈ G/ΩA(G),
• a ∈ G.

Velmi podobným způsobem se ukáže, že ΩA reflektuje uspořádánı́. Dı́ky tvrzenı́ 1.2.15 vı́me,
že ΩA(F) je surjektivnı́ a zachovává uspořádánı́, a tedy je svazovým izomorfismem.
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4→2: Nejprve ukážeme, že T = ThL({α ↔ β | 〈α, β〉 ∈ ΩFm(T )}) pro každou T ∈ Th(L).
Definujme T ′ = ThL({α ↔ β | 〈α, β〉 ∈ ΩFm(T )}). Na jednu stranu, T ′ ⊆ T , a tedy z mono-
tonie ΩFm(T ′) ⊆ ΩFm(T ). Na druhou stranu, pokud 〈α, β〉 ∈ ΩFm(T ), pak také α ↔ β ∈ T ′,
tedy 〈α, β〉 ∈ ΩFm(T ′). Proto máme ΩFm(T ′) = ΩFm(T ), a jelikož ΩA je prosté zobrazenı́,
dostaneme T = T ′. Mimo jiné jsme tedy ukázali, že

p a` {α↔ β | 〈α, β〉 ∈ ΩFm(ThL(p))}.

Necht’ je σ substituce mapujı́cı́ všechny proměnné na p, pak

p a` {σ(α)↔ σ(β) | 〈α, β〉 ∈ ΩFm(ThL(p))}.

Množina E(p) = {σ(α) ≈ σ(β) | 〈α, β〉 ∈ ΩFm(ThL(p))} tak očividně splňuje podmı́nku (Alg).
�

Povšimněme si, že dı́ky důsledku 1.2.4 nezáležı́ definice algebraicky implikativnı́ logiky
na volbě implikace.

PŘÍKLAD 1.4.5. V mnoha přı́padech stačı́ pouze jedna rovnice na splněnı́ podmı́nky (Alg).
Napřı́klad klasická a intuicionistická logika jsou algebraicky implikativnı́: stačı́ uvážit rovnici
p ≈ 1 (snadno lze totiž dokázat p a`IL p ↔ 1) a obecněji všechna rozšı́řenı́ logiky BCK jsou
algebraicky implikativnı́ užitı́m množiny {p ≈ p→ p} (protože platı́: p a`BCK p↔ (p→ p)).

Připomeňme přı́klad 1.1.19, kde jsme rozšı́řili logiku BCKW a BCKWP do intuicionis-
tické, respektive klasické logiky přidánı́m axiomů popisujı́cı́ch chovánı́ přidaných spojek ∨,
∧, 1, 0. Kdybychom udělali to samé s tı́m rozdı́lem, že bychom začali s logikou BCI, dostali
bychom takzvanou logiku omezených BCI-svazů značenou jako BCIlat. Ukážeme, že všechna
rozšı́řenı́ této logiky jsou algebraicky implikativnı́ užitı́m množiny s pouze jednou rovnicı́
{(χ→ χ) ∧ χ ≈ χ→ χ}:

Směr zleva doprava: napřed pozorujme, že χ `BCIlat (χ→ χ) ∧ χ→ (χ→ χ) (dı́ky axiomu
ϕ ∧ ψ→ ϕ). Platı́ také χ `BCIlat (χ→ χ)→ (χ→ χ) ∧ χ, jak ukazuje následujı́cı́ důkaz:

(a) (χ→ χ)→ (χ→ χ) (I)

(b) ((χ→ χ)→ (χ→ χ))→ (χ→ ((χ→ χ)→ χ)) (C)

(c) χ→ ((χ→ χ)→ χ) (a), (b), (MP)

(d) (χ→ χ)→ χ (c), předpoklad a (MP)

(e) ((χ→ χ)→ χ) ∧ ((χ→ χ)→ (χ→ χ)) ϕ→ (ψ→ ϕ ∧ ψ), (d), (a) a dvakrát (MP)

(f) (χ→ χ)→ (χ→ χ) ∧ χ (ϕ→ ψ) ∧ (ϕ→ χ)→ (ϕ→ ψ ∧ χ), (e) a (MP)

Směr zprava doleva: zřejmě z (χ → χ) ↔ (χ → χ) ∧ χ dostaneme (χ → χ) ∧ χ (dı́ky
axiomu (I) a pravidlu (MP)), χ ∧ (χ → χ) (dı́ky axiomu ϕ ∧ ψ → ψ ∧ ϕ a pravidlu (MP)), a
tedy χ (dı́ky axiomu ϕ ∧ ψ→ ϕ a pravidlu (MP)).

TVRZENÍ 1.4.6. Když L je finitárnı́ algebraicky implikativnı́ logika, pak ALG∗(L) je kvaziva-
rieta a E lze vzı́t konečné.

Důkaz. Možnost vzı́t konečné E je přı́mým důsledkem bodu 2 věty 1.4.4.
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Abychom ukázali, že ALG∗(L) je kvazivarieta (neboli třı́da algeber definovatelná kvazirov-
nicemi) stačı́ vzı́t libovolnouL-algebru A takovou, že všechny kvazirovnice platné v ALG∗(L)
platı́ v A, a ukázat, že A ∈ ALG∗(L). Ukážeme, že 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L) pro F = {a ∈ A |
µA(a) = νA(a) pro každé µ ≈ ν ∈ E}. Předpokládejme, že Γ `L ϕ. Z finitárnosti existuje
konečná Γ0 ⊆ Γ taková, že Γ0 `L ϕ. Předpokládejme, že pro nějaké ohodnocenı́ e na A:
e[Γ] ⊆ F. Z prvnı́ části bodu 3 minulé věty máme E[Γ0] |=ALG∗(L) E(ϕ), což lze uvažovat jako
kvazirovnici, která z předpokladu platı́ také v A. Na druhou stranu máme e[Γ0] ⊆ F, proto
e(ϕ) ∈ F. Tudı́ž 〈A, F〉 ∈ MOD(L), a jelikož z druhé části bodu 3 věty 1.4.4 plyne, že matice
〈A, F〉 je redukovaná, důkaz je hotov. �

Obdobnou konvenci jako v přı́padě slabě implikativnı́ch logik, které vždy uvažujeme
s pevně zvolenou principálnı́ implikacı́, zavádı́me také pro algebraicky implikativnı́ logiky,
nynı́ se jedná o pevnou volbu množiny rovnic E poskytujı́cı́ algebraičnost (tato množina je ve
skutečnosti jednoznačně určena až na množiny vzájemně odvoditelné v ALG∗(L)). Všimněme
si, že tyto rovnice mohou být identifikovány s dvojicemi formulı́, někdy tedy mluvı́me o tak-
zvaných algebraizujı́cı́ch párech formulı́. Skutečnost, že filtry v redukovaných maticı́ch mohou
být definovány pomocı́ rovnic, má několik zajı́mavých důsledků:

TVRZENÍ 1.4.7. Necht’ L je algebraicky implikativnı́, A, B ∈ ALG∗(L) a 〈A, F〉 ∈MOD∗(L).
Pak:

1. F ⊆ G pro každé G ∈ FiL(A).

2. Pokud 〈A,G〉 ∈MOD∗(L), pak F = G, tj. algebra A je algebraický redukt jednoznačně
určené matice.

3. Zobrazenı́ h : A→ B je homomorfismus algeber z A do B právě tehdy, když se jedná
o homomorfismus mezi odpovı́dajı́cı́mi maticemi.

4. Zobrazenı́ h : A→ B je vnořenı́ z A do B právě tehdy, když se jedná o prostý, striktnı́
homomorfismus mezi odpovı́dajı́cı́mi maticemi.

5. A ∈ ALG∗(L)R(F)SI právě tehdy, když 〈A, F〉 ∈MOD∗(L)R(F)SI.

Dı́ky druhému bodu tohoto tvrzenı́ vı́me, že pro každou algebraicky implikativnı́ logiku L
a pro každou A ∈ ALG∗(L) existuje jediný filtr FA takový, že 〈A, FA〉 ∈ MOD∗(L). A tedy
každá algebra A ∈ ALG∗(L) je vybavena jediným sobě vlastnı́m uspořádánı́m ≤〈A,FA〉.

Na závěr našeho putovánı́ světem abstraktnı́ algebraické logiky zavedeme dvě význačné
podtřı́dy algebraicky implikativnı́ch logik.

DEFINICE 1.4.8 (Rasiowa-implikativnı́ a regulárně implikativnı́ logiky). Řı́káme, že logika L
je Rasiowa-implikativnı́, pokud je slabě implikativnı́ a zároveň platı́

(W) ϕ `L ψ→ ϕ.

Dále řı́káme, že L je regulárně implikativnı́ logika, pokud je slabě implikativnı́ a zároveň platı́

(Reg) ϕ, ψ `L ψ→ ϕ.

Důkaz následujı́cı́ho tvrzenı́ je přı́močarý.

TVRZENÍ 1.4.9. Slabě implikativnı́ logika L je regulárnı́ implikativnı́ právě tehdy, když F je
singleton pro každou matici 〈A, F〉 ∈MOD∗(L).
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TVRZENÍ 1.4.10. Každá Rasiowa-implikativnı́ logika je regulárně implikativnı́ a každá re-
gulárně implikativnı́ logika je algebraicky implikativnı́. Navı́c všechny čtyři třı́dy algebraicky
implikativnı́ch logik, které jsme definovali (slabě, algebraicky, regulárně a Rasiowa-implikativ-
nı́), jsou navzájem různé.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́ očividně platı́. Pro druhé stačı́ ukázat, že každá regulárně implikativnı́
logika splňuje podmı́nku (Alg) (věta 1.4.4) pro množinu rovnic E(p) = {p ≈ p→ p}.

Abychom ukázali, že se jednotlivé třı́dy lišı́, začněme od té největšı́. Vı́me, že logika BCI
je slabě implikativnı́, ale podle přı́kladu 1.2.12 existuje algebra M se dvěma různými filtry
F,G takovými, že 〈M, F〉, 〈M,G〉 ∈ MOD∗(BCI). Tı́m jsme ukázali, že BCI nenı́ algebraicky
implikativnı́ (viz bod 5 věty 1.4.4).

Dále uvažme logiku BCIlat, o které jsme již dřı́ve v přı́kladu 1.4.5 ukázali, že je algebraicky
implikativnı́. Uvažme algebru N s konečným nosičem {>, t,⊥} uspořádanou > > t > ⊥,
kde svazové operace/konstanty jsou definované podle tohoto uspořádanı́ a implikace je dána
následujı́cı́ tabulkou:

→N > t ⊥

> > ⊥ ⊥

t > t ⊥

⊥ > > >

Cvičenı́ ověřit, že 〈M, {>, t}〉 ∈ MOD∗(BCIlat), přenecháme laskavému čtenáři (postup je ob-
dobný jako v přı́kladu 1.2.12). Dı́ky tvrzenı́ 1.4.9 tak vı́me, že BCIlat nemůže být regulárně
implikativnı́.

Na závěr uvažme ekvivalenčnı́ fragment klasické logiky CL≡, o kterém lze snadno dokázat,
že je regulárně implikativnı́. Ukážeme, že to ale nenı́ Rasiowa-implikativnı́ logika. Vezměme
matici E = 〈〈{0, 1},≡〉, {1}〉, jejı́ž algebra je tvořena dvouprvkovým nosičem a klasickou operacı́
ekvivalence: 0 ≡ 0 = 1 ≡ 1 = 1 a 0 ≡ 1 = 1 ≡ 0 = 0. Z úplnosti klasické logiky vůči 〈2, {1}〉 lze
snadno nahlédnou, že CL≡ je úplná vůči E. Dále je zřejmé, že ≡ nesplňuje podmı́nku kladenou
na Rasiowa-implikativnı́ logiky: ϕ `L ψ ≡ ϕ. CL≡ by ale pořád mohla být Rasiowa-implikativnı́
vzhledem k jiné principálnı́ implikaci →. Tato implikace by ale musela splňovat následujı́cı́
vlastnosti:

• 0→ 0 = 1→ 1 = 1 (protože |=E p→ p).

• 1→ 0 = 0 (protože p, p→ q |=E q).

• 0→ 1 = 1 (protože p |=E q→ p).

Z toho vyplývá, že spojka→ by se chovala jako klasická implikace, o které se vı́, že je v čistě
ekvivalenčnı́m fragmentu klasické logiky nedefinovatelná, a CL≡ tedy vskutku nenı́ Rasiowa-
implikativnı́ logika. �





Kapitola 2

Substrukturálnı́ logiky

V této kapitole představı́me širokou třı́du slabě implikativnı́ch logik, kterým budeme řı́kat sub-
strukturálnı́ logiky. V prvnı́ sekci zavedeme implicitně kanonického reprezentanta této třı́dy,
logiku, kterou značı́me SL, jako nejslabšı́ logiku splňujı́cı́ určité nároky na chovánı́ běžné
množiny spojek. Poté obecně zavedeme substrukturálnı́ logiky jako rozšı́řenı́ odpovı́dajı́cı́ch
fragmentů logiky SL a budeme se zabývat jejich syntaktickými a sémantickými vlastnostmi
a algebraizacı́ těchto logik. Určı́me, jaké je postavenı́ těchto logik vzhledem k tomu, co se
běžně v literatuře označuje za substrukturálnı́ logiky, konkrétně ukážeme, že SL se shoduje
s logikou známou jako omezená neasociativnı́ plná Lambekova logika1. Ve druhé části se bu-
deme zabývat dvěma zásadnı́mi metalogickými vlastnostmi: větou o dedukci (na jejı́mž základě
podáme obecný popis filtru generovaného množinou) a vlastnostı́ důkazu po přı́padech (tato
vlastnost bude hrát důležitou roli v následujı́cı́ch kapitolách). Budeme postupovat čistě syn-
takticky, na základě prezentace dané logiky zavedeme pojmy (MP)-založené a téměř (MP)-
založené logiky a dokážeme obecnou formu obou výše zmı́něných vlastnostı́. Nakonec ve třetı́
sekci ukážeme, jak můžeme zı́skat téměř (MP)-založenou prezentaci pro hlavnı́ substrukturálnı́
logiky, což nám umožnı́ aplikovat výsledky z předchozı́ části v následujı́cı́ch kapitolách.

2.1 Základnı́ pojmy

Jazyk LSL se skládá ze spojek uvedených v tabulce 2.1, tj. z většiny spojek běžných pro sub-
strukturálnı́ logiky (jejich názvy a role, které tyto spojky zastávajı́, budeme komentovat po
následujı́cı́ definici). Pro psanı́ formulı́ v tomto jazyce (nebo v jeho fragmentech) budeme
předpokládat následujı́cı́ prioritu spojek: implikace {→, } majı́ nižšı́ prioritu než ostatnı́ bi-
nárnı́ spojky {&,∧,∨} (pı́šeme tedy např. δ&χ→ (χ&ϕ)∨χmı́sto (δ&χ)→ ((χ&ϕ)∨χ)). V této
kapitole nebudeme pracovat s žádnými dodatečně definovanými spojkami jazyka LSL, ačkoli
v literatuře lze najı́t definice dvou spojek pro negaci (definovaných jako ϕ → 0 a ϕ  0)
a různé definice spojky ekvivalence (použı́vajı́cı́ různé konjunkce a různé implikace). Tyto
možné definice ekvivalence vedou v principu k různým spojkám, které jsou ovšem ekvidoka-

1Z angl. ”bounded non-associative full Lambek logic“. (Pozn. překladatele.)

31
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Symbol Arita Jméno Alternativnı́ jména

→ 2 principálnı́ implikace pravé reziduum
& 2 reziduovaná konjunkce fúze, multiplikativnı́/silná konjunkce
 2 duálnı́ implikace levé reziduum
∧ 2 svazová protokonjunkce aditivnı́/slabá/svazová konjunkce
∨ 2 svazová protodisjunkce aditivnı́/slabá/svazová disjunkce
1 0 verum (multiplikativnı́) jednotka
0 0 falsum (multiplikativnı́) nula
> 0 top úplná pravda
⊥ 0 bottom úplná nepravda

Tabulka 2.1: Jazyk logiky SL

Konsekuce Symbol Jméno

ϕ→ (ψ→ χ) a` ψ & ϕ→ χ (Res) reziduace
ϕ→ (ψ→ χ) a` ψ→ (ϕ χ) (E )  -záměna

ϕ→ ψ a` ϕ ψ (Symm) symetrie
` ϕ ∧ ψ→ ϕ (∧1) dolnı́ závora
` ϕ ∧ ψ→ ψ (∧2) dolnı́ závora

χ→ ϕ, χ→ ψ ` χ→ ϕ ∧ ψ (∧3) infimalita
` ϕ→ ϕ ∨ ψ (∨1) hornı́ závora
` ψ→ ϕ ∨ ψ (∨2) hornı́ závora

ϕ→ χ, ψ→ χ ` ϕ ∨ ψ→ χ (∨3) supremalita
ϕ ` 1→ ϕ (Push) push
1→ ϕ ` ϕ (Pop) pop
` ϕ→ > (Veq) verum ex quolibet
` ⊥ → ϕ (Efq) ex falso quodlibet

Tabulka 2.2: Konsekuce logiky SL

zatelné (ve smyslu ϕ ≡ ψ a` ϕ ≡′ ψ) a také jsou ekvidokazatelné s dvojicı́ {ϕ → ψ, ψ → ϕ},
kterou značı́me jako ϕ ↔ ψ. Proto budeme i nadále pro tuto dvojici formulı́ použı́vat pojem

”ekvivalence“. Abychom zůstali věrni našı́ obecné konvenci, a sice že každá logika je vyba-
vená principálnı́ implikacı́ →, budeme pro substrukturálnı́ logiky dále použı́vat toto značenı́
spolu s jako duálnı́ implikacı́ (brzy ukážeme větu o dualitě, která řı́ká, že z jistého hlediska
nezáležı́ na tom, zvolı́me-li za principálnı́ implikaci→, nebo ). Ve chvı́li, kdy budeme doka-
zovat, že SL je vlastně logika známa v literatuře jako omezená neasociativnı́ plná Lambekova
logika, zmı́nı́me, jak naše značenı́ odpovı́dá klasickému značenı́ pro substrukturálnı́ logiky, kde
se mı́sto spojek→ a použı́vajı́ spojky \ a /, které graficky znázorňujı́, že se jedná o pravé,
respektive levé reziduum spojky & (viz tvrzenı́ 2.1.11).

DEFINICE 2.1.1 (Logika SL). SL je nejslabšı́ slabě implikativnı́ logika v jazyce LSL, která
splňuje konsekuce z tabulky 2.2.

Rozeberme si nynı́, jak pravidla z tabulky 2.2 specifikujı́ chovánı́ jednotlivých spojek a je-
jich sémantickou interpretaci.
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Všimněme si, že ačkoli přı́mo nespecifikujeme žádné dalšı́ vlastnosti spojky→, přesto (jak
uvidı́me v tvrzenı́ 2.1.5) dı́ky interakci s ostatnı́mi spojkami zı́skává mnoho silných vlastnostı́,
které obvykle implikace v (ne)klasických logikách majı́.

Pravidlo (Symm) zajišt’uje (jak bylo zmı́něno výše), že implikaci  můžeme považovat
za dalšı́ principálnı́ implikaci logiky SL a že tyto dvě implikace jsou vzájemně odvoditelné.
Pravidlo (E ) nám navı́c umožňuje zaměnit pořadı́ předpokladů v řetězci implikacı́, ale za
cenu toho, že vnitřnı́ výskyt principálnı́ implikace bude nahrazen jejı́ duálnı́ verzı́ . Pravidlo
(E ) však nemůžeme nahradit pravidlem, které by zahrnovalo pouze implikaci →, protože
důsledkem takové formulace by byla ekvivalence spojek → a  (což může být vyvráceno
jednoduchým sémantickým protipřı́kladem).

Pravidlo (Res) nám umožňuje pomocı́ spojky & agregovat předpoklady řetězce implikacı́
(nebo naopak řetězce implikacı́ vytvářet).2 Sémanticky je význam spojky & a jejı́ interakce se
spojkami→ a vcelku zřejmý. Uvažujeme-li totiž &A v libovolném redukovaném SL-modelu
A, pak →A musı́ být jejı́ levé reziduum a A jejı́ pravé reziduum (viz část 8 tvrzenı́ 2.1.11)
a jak→A, tak A definujı́ stejné maticové uspořádánı́ ≤A.

Roli zbývajı́cı́ch binárnı́ch spojek lze snadno pochopit: pravidla pro ∧ a ∨ zajišt’ujı́, že
uspořádánı́ dané principálnı́ implikacı́ je (polo)svazové uspořádánı́ a že se tyto spojky chovajı́
jako jeho infimum a supremum. Povšimněme si však, že je v tabulce 2.1 nenazýváme prostě

”konjunkcı́“ a ”disjunkcı́“, ale přidáváme předponu ”proto“. Důvodem je, že pravidla týkajı́cı́
se těchto spojek samy nezaručujı́ ”očekávané“ chovánı́ těchto spojek:

1. V přı́padě ∧ sice logika SL dokazuje pravidlo adjunkce ϕ, ψ `SL ϕ∧ψ (viz tvrzenı́ 2.1.5),
ale toto pravidlo by nebylo dokazatelné v nejslabšı́ slabě implikativnı́ logice splňujı́cı́
pouze konsekuce pro ∧.3

2. V přı́padě ∨ lze ukázat, že v logice SL neplatı́ vlastnost důkazu po přı́padech: kdykoli
Γ, ϕ ` χ a Γ, ψ ` χ, pak Γ, ϕ ∨ ψ ` χ.4

Význam konstant > a ⊥ a jich definujı́cı́ch pravidel lze jednoduše popsat jako maximum
a minimum v uspořádánı́ daném implikacı́. Úlohou konstanty 1 je (jak přı́močaře popisujı́ pra-
vidla (Push) a (Pop)) být nejmenšı́ vyznačenou pravdivostnı́ hodnotou. A nakonec úlohou kon-
stanty 0, ačkoli jejı́ interpretace zůstala nespecifikována (všimněme si, že v tabulce 2.2 nenı́
žádná konsekuce zahrnujı́cı́ konstantu 0), je definovat dvě různé spojky negace jako ϕ → 0
a ϕ 0.

Samozřejmě že bychom mohli okamžitě navrhnout specifický axiomatický systém pro lo-
giku SL (obsahujı́cı́ reflexivitu, tranzitivitu, modus ponens a pravidla kongruence pro všechny
spojky z jazyka LSL a konsekuce z tabulky 2.2). A později (věta 2.1.14) skutečně uvedeme
přirozenějšı́ axiomatický systém pro logiku SL. Ale i tento ”naivnı́“ axiomatický systém umož-
ňuje celkem snadno ukázat následujı́cı́ větu o dualitě:

2Pořadı́ argumentů ve formulaci pravidla (Res) je volitelné (pro každou spojku & bychom mohli vždy nadefi-
novat jejı́ transpozici &t jako ϕ&t ψ = ψ&ϕ); tuto formulaci jsme se rozhodli zvolit, abychom zı́skali přı́močařejšı́
spojenı́ se silnějšı́m zněnı́m pravidla (Res), které je ekvivalentnı́ asociativitě (viz věta 2.1.7).

3Lze dokonce dokázat, že by nebylo dokazatelné ani v nejslabšı́ slabě implikativnı́ logice splňujı́cı́ všechny
konsekuce z tabulky 2.2 kromě pravidel (Push) a (Pop).

4V sekci 2.2 ukážeme, jak zı́skat tuto vlastnost pro některé extenze logiky SL, a v kapitole 3 se budeme dále
zabývat obecnou charakterizacı́ této vlastnosti.
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DEFINICE 2.1.2 (Zrcadlový obraz). Pro formuli χ jazyka LSL zı́skáme jejı́ zrcadlový obraz χ′

nahrazenı́m všech výskytů spojky→ v χ spojkou a naopak a nahrazenı́m všech podformulı́
formule χ tvaru α & β formulı́ β & α.

Definici zrcadlového obrazu formule rozšı́řı́me na množiny formulı́ obvyklým způsobem:
Γ′ = {ψ′ | ψ ∈ Γ} a dokážeme užitečnou větu, která usnadnı́ následné formálnı́ důkazy:

VĚTA 2.1.3 (Dualita). Pro každou formuli Γ ∪ {ϕ} v jazyce LSL platı́:

Γ `SL ϕ právě tehdy, když Γ′ `SL ϕ
′.

Důkaz. Ukážeme pouze jeden směr (ten druhý okamžitě vyplývá z faktu, že (ϕ′)′ = ϕ). Tvrzenı́
ukážeme pro axiomy a pravidla axiomatického systému zavedeného v předchozı́m odstavci
s proměnnými mı́sto formulı́, což je vše, co je třeba dokázat (dı́ky strukturalitě a definici pojmu
důkazu).

Tvrzenı́ pro (Symm) platı́ triviálně. Z p↔ q `SL p & r → q & r a p↔ q `SL r & p→ r & q
dostaneme (užitı́m (Symm)) p q, q p `SL p & r q & r a p q, q p `SL r & p 
r & q, čı́mž jsme zı́skali zrcadlovou verzi kongruence pro &. Zrcadlová verze kongruence pro
obě implikace se dokazuje obdobně.

Dále snadno nahlédneme že: ϕ (ψ χ) a`SL ϕ → (ψ χ) a`SL ψ → (ϕ → χ) a`SL
ψ (ϕ → χ) a ϕ (ψ χ) a`SL ϕ → (ψ χ) a`SL ψ → (ϕ → χ) a`SL ϕ & ψ → χ a`SL
ϕ & ψ χ, tı́m je tvrzenı́ dokázáno také pro (E ) a (Res).

Necht’ ∆ B ψ je libovolné ze zbývajı́cı́ch pravidel. Prvně si všimněme, že se spojky & ani
 nevyskytujı́ v žádné z formulı́ z ∆∪{ψ} a že všechny tyto formule jsou bud’ proměnné, nebo
obsahujı́ spojku→ právě jednou, a to jako hlavnı́ spojku. Důkaz lze tedy zakončit pozorovánı́m,
že pravidlo (Symm) nám snadno dává požadovaný zrcadlový obraz. �

V následujı́cı́m tvrzenı́ ukazujeme, že jsou všechny spojky jednoznačně určeny uvedenými
pravidly.

TVRZENÍ 2.1.4. Necht’ L je slabě implikativnı́ rozšı́řenı́ logik SL se stejnou principálnı́ im-
plikacı́→ a necht’ c je spojka jazyka LSL \ {0}. Předpokládejme dále, že ĉ je spojka (základnı́
nebo odvozená) jazyka logiky L stejné arity jako c, která navı́c splňuje všechna pravidla pro c
z tabulky 2.2. Pak jsou tyto spojky ekvivalentnı́ v logice L, tj. `L ϕ c ψ↔ ϕ ĉ ψ nebo `L c↔ ĉ,
podle arity c.

Důkaz. Jediný netriviálnı́ přı́pad je pro spojku . Z reflexivity ve tvaru ϕ ψ) → (ϕ ψ)
pomocı́ (E ) dostaneme `L ϕ → ((ϕ  ψ) → ψ). Opět pomocı́ (E ) tentokrát pro  ̂
dostaneme `L (ϕ ψ)→ (ϕ  ̂ψ). Důkaz druhé implikace je stejný. �

TVRZENÍ 2.1.5. Následujı́cı́ je v SL odvoditelné:

(PSL1) ` ϕ→ ((ϕ→ ψ) ψ)
(PSL2) ` ϕ & (ϕ→ ψ)→ ψ

(PSL3) ` ϕ→ ((ϕ ψ)→ ψ)
(PSL4) ϕ ` (ϕ→ ψ)→ ψ

(PSL5) ϕ→ ψ ` (ψ→ χ)→ (ϕ→ χ) (Sufixace)
(PSL6) ψ→ χ ` (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ) (Prefixace)
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(PSL7) ` ϕ→ (ψ→ ψ & ϕ)
(PSL8) ϕ→ ψ ` χ & ϕ→ χ & ψ

(PSL9) ϕ→ ψ ` ϕ & χ→ ψ & χ

(PSL10) ϕ1 → ψ1, ϕ2 → ψ2 ` ϕ1 & ϕ2 → ψ1 & ψ2

(PSL11) ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ

(PSL12) ` (χ→ ϕ) ∧ (χ→ ψ)→ (χ→ ϕ ∧ ψ)
(PSL13) ` (ϕ→ χ) ∧ (ψ→ χ)→ (ϕ ∨ ψ→ χ)
(PSL14) ` 1
(PSL15) ` 1→ (ϕ→ ϕ)
(PSL16) ` ϕ↔ (1→ ϕ)
(PSL17) ` ϕ & 1↔ ϕ

(PSL18) ` 1 & ϕ↔ ϕ

(PSL19) ` > ↔ (⊥ → ⊥)
(PSL20) ` χ & (ϕ ∨ ψ)↔ (χ & ϕ) ∨ (χ & ψ)
(PSL21) ` (ϕ ∨ ψ) & χ↔ (ϕ & χ) ∨ (ψ & χ)
(PSL22) ` (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1)→ ϕ ∧ 1
(PSL23) ` (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1)→ ψ ∧ 1
(PSL24) ` (ϕ→ ψ) ∧ 1→ (ϕ ∧ 1→ ψ ∧ 1).
(PSL25) ` (ϕ→ ψ) ∧ 1→ (ϕ ∨ χ→ ψ ∨ χ)
(PSL26) ` (ϕ→ ψ) ∧ 1→ (ϕ ∨ ψ→ ψ)
(PSL27) ` (ψ→ ϕ) ∧ 1→ (ϕ ∨ ψ→ ϕ)
(PSL28) ` ϕ ∧ 1→ (ϕ ∧ 1) ∧ 1

Pro ∗ ∈ {∧,∨} SL také dokazuje:

(C∗) ` ϕ ∗ ψ→ ψ ∗ ϕ,
(I∗) ` ϕ ∗ ϕ↔ ϕ,
(A∗) ` (ϕ ∗ ψ) ∗ χ↔ ϕ ∗ (ψ ∗ χ).

Důkaz. Důkaz druhé části je zřejmý. Pro vybrané složitějšı́ přı́pady z prvnı́ části uvedeme
náznaky důkazů:

(PSL1) Z (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ ψ) pomocı́ (E ).

(PSL4) Z (PSL1) užitı́m (MP) a (Symm).

(PSL5) Z ϕ→ ψ, ψ→ ((ψ→ χ) χ) ` ϕ→ ((ψ→ χ) χ) užitı́m (E ).

(PSL6) Z (PSL2) zı́skáme ψ→ χ ` ϕ & (ϕ→ ψ)→ χ a zbytek plyne z (Res).

(PSL8) Z ψ→ (χ→ χ & ψ) zı́skáme ϕ→ ψ ` ϕ→ (χ→ χ & ψ) a zbytek plyne z (Res).

(PSL9) Z předchozı́ho, věty o dualitě a dvojı́ho použitı́ (Symm).

(PSL11) ϕ ` 1→ ϕ a ψ ` 1→ ψ, a tedy ϕ, ψ ` 1→ ϕ ∧ ψ. Zbytek je zřejmý.

(PSL12) Z (∧1) užitı́m pravidla (Res) dostaneme χ & ((χ → ϕ) ∧ (χ → ψ)) → ϕ, obdobně
také dostaneme χ & ((χ → ϕ) ∧ (χ → ψ) → ψ), důkaz zakončı́me užitı́m (∧3) a
(Res).
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(PSL13) Z (∧1) užitı́m (E ) dostaneme ϕ → ((ϕ → χ) ∧ (ψ → χ)  χ), obdobně také
dostaneme ψ→ ((ϕ→ χ) ∧ (ψ→ χ) χ). Důkaz končı́ aplikacı́ (∨3) a (E ).

(PSL16) Z 1 → (ϕ ϕ) využitı́m (E ) dostaneme ϕ → (1 → ϕ). Druhá implikace plyne
z (PSL4) a (PSL14).

(PSL20) Z (∨1) (respektive z (∨2)) a (PSL8) přı́močaře dostaneme: χ & ϕ → χ & (ϕ ∨ ψ) a
χ& ψ→ χ& (ϕ ∨ ψ), a tedy užitı́m (∨3) ukončı́me důkaz jednoho směru. Opačný
směr: z (Res) a z (∨1) (respektive z (∨2)) dostaneme ϕ → (χ → χ & ϕ ∨ χ & ψ) a
ψ→ (χ→ χ & ϕ ∨ χ & ψ). Důkaz zakončı́me užitı́m (∨3) a (Res).

(PSL21) Podobné (nebo použitı́m věty o dualitě a pravidla (Symm)).

(PSL22) Použijeme (PSL8) na ψ ∧ 1 → 1, tı́m zı́skáme (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1) → (ϕ ∧ 1) & 1 a
zakončı́me užitı́m (PSL17). �

Nynı́ se zaměřı́me na některé důležité extenze logiky SL.

DEFINICE 2.1.6. Uvažme následujı́cı́ konsekuce:

a1 ϕ & (ψ & χ)→ (ϕ & ψ) & χ reasociace doleva

a2 (ϕ & ψ) & χ→ ϕ & (ψ & χ) reasociace doprava

e ϕ→ (ψ→ χ) ` ψ→ (ϕ→ χ) záměna

c ϕ→ (ϕ→ ψ) ` ϕ→ ψ kontrakce

i ` ψ→ (ϕ→ ψ) levé oslabenı́

o 0→ ϕ pravé oslabenı́

Pro každou X ⊆ {a1, a2, e, c, i, o} a každou slabě implikativnı́ logiku L v dostatečně expresivnı́m
jazyce (tj. jazyce obsahujı́cı́m všechny spojky vyskytujı́cı́ se v přı́slušných axiomech) budeme
jako LX značit extenzi logiky L o X. Pokud je v X jak a1, tak i a2, pak mı́sto nich pı́šeme pouze
a. Obdobně (z důvodů konsistence se značenı́m běžným v literatuře) když v X je i a zároveň o,
pak mı́sto nich pı́šeme pouze w.

Všimněme si, že axiom i jsme v přı́kladu 1.1.12 nazývali (K), zatı́mco pravidla e a c jsou
slabšı́mi (pravidlovými) verzemi axiomů (C) a (W) (z přı́kladu 1.2.12). V následujı́cı́ větě
ukážeme, jak lze axiomy kontrakce, záměny a oslabenı́ vyjádřit využitı́m spojky &. Navı́c
tato věta ukazuje, za jakých podmı́nek je konjunkce & asociativnı́. Ukazuje se, že obě část aso-
ciativity jsou ekvivalentnı́ zajı́mavým logickým zákonům, které jsou obvykle důsledky zesı́lenı́
pravidel logiky SL na jejich axiomatický tvar.

VĚTA 2.1.7. Necht’ L je jedna z následujı́cı́ch axiomatických extenzı́ logiky SL: SLa1 , SLa2 ,
SLe, SLc nebo SLi. Pak L je extenze SL o libovolnou z konsekucı́ uvedených nı́že v přı́slušné
sekci (tzn. L lze axiomatizovat přidánı́m této konsekuce k libovolné prezentaci logiky SL):

SLa1 1. ` (ϕ & ψ→ χ)→ (ψ→ (ϕ→ χ))
2. ` (ϕ→ ψ)→ ((χ→ ϕ)→ (χ→ ψ))
3. ` (ϕ→ (ψ χ))→ (ψ (ϕ→ χ))

SLa2 1. ` (ψ→ (ϕ→ χ))→ (ϕ & ψ→ χ)
2. ` (ψ (ϕ→ χ))→ (ϕ→ (ψ χ))
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SLe 1. ` ϕ & ψ→ ψ & ϕ

2. ` (ϕ ψ)→ (ϕ→ ψ)
3. ` (ϕ→ ψ)→ (ϕ ψ)

SLc 1. ` ϕ→ ϕ & ϕ

2. ` ϕ ∧ ψ→ ϕ & ψ

SLi 1. ` ϕ & ψ→ ψ

2. ψ ` ϕ→ ψ

3. ` ϕ→ 1
4. ` ϕ & ψ→ ϕ

5. ` ϕ & ψ→ ϕ ∧ ψ

Důkaz. Toto tvrzenı́ dokážeme pomocı́ řady implikacı́ tvaru ”extenze logiky SL o pravidlo x
dokazuje pravidlo y“ ([x`y] pomocı́ symbolů), kde x a y jsou bud’ názvy pravidel, nebo čı́sla
označujı́cı́ uvažované formule.

SLa1 [1`2] Z (PSL2) ve tvaru χ & (χ→ ϕ)→ ϕ užitı́m (PSL5) dostaneme
(ϕ→ ψ)→ (χ & (χ→ ϕ)→ ψ). Dále užitı́m 1 (ve tvaru (χ & (χ→ ϕ)→ ψ)→
((χ→ ϕ)→ (χ→ ψ))) a tranzitivity důkaz dokončı́me.

[2`3] Z (PSL3)ve tvaru ψ→ ((ψ χ)→ χ) užitı́m 2 a tranzitivity dostaneme
ψ→ ((ϕ→ (ψ χ))→ (ϕ→ χ)). Důkaz dokončı́me aplikacı́ pravidla (E ) .

[3`1] Z reflexivity ve tvaru (ϕ & ψ→ χ)→ (ϕ & ψ→ χ) užitı́m (E ) a (Res)
dostaneme ψ→ (ϕ→ ((ϕ & ψ→ χ) χ)). Dále užitı́m 3 a tranzitivity
dostaneme ψ→ ((ϕ & ψ→ χ) (ϕ→ χ)). (E ) důkaz dokončı́.

[1`a1] Z reflexivity ve tvaru (ϕ & ψ) & χ→ (ϕ & ψ) & χ užitı́m (Res) dostaneme
χ→ (ϕ & ψ→ (ϕ & ψ) & χ). Dále užitı́m 1 a tranzitivity dostáváme
χ→ (ψ→ (ϕ→ (ϕ & ψ) & χ)). Na závěr použijeme dvakrát (Res).

[a1`2] Z (PSL2) ve tvaru χ & (χ→ ϕ)→ ϕ užitı́m (PSL5) dostaneme
(ϕ→ ψ)→ (χ & (χ→ ϕ)→ ψ). Pravidlo (Res) nám dává
(χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ)→ ψ, a tak užitı́m a1 dostaneme
χ & ((χ→ ϕ) & (ϕ→ ψ))→ ψ, závěr zı́skáme aplikacı́ pravidla (Res) .

SLa2 [1`a2] Z reflexivity ve tvaru ϕ& (ψ& χ)→ ϕ& (ψ& χ) dvojnásobným užitı́m pravidla
(Res) dostaneme χ→ (ψ→ (ϕ→ ϕ & (ψ & χ))). Dále užitı́m 1 a tranzitivity
dostaneme χ→ (ϕ & ψ→ ϕ & (ψ & χ)). Zbytek plyne užitı́m pravidla (Res).

[2`1] Z reflexivity ve tvaru (ψ→ (ϕ→ χ))→ (ψ→ (ϕ→ χ)) užitı́m (E ) dostaneme
ψ→ ((ψ→ (ϕ→ χ)) (ϕ→ χ)). Dále užitı́m 2 a tranzitivity dostaneme
ψ→ (ϕ→ ((ψ→ (ϕ→ χ)) χ)). Zbytek plyne užitı́m (Res) a (E ).

[a2`2] Z reflexivity ve tvaru (ψ (ϕ→ χ))→ (ψ (ϕ→ χ)) užitı́m (E )
dostaneme ψ→ ((ψ (ϕ→ χ))→ (ϕ→ χ)). Dále dvojı́m užitı́m (Res)
dostaneme ϕ & ((ψ (ϕ→ χ)) & ψ)→ χ. A tedy také
(ϕ & (ψ (ϕ→ χ))) & ψ→ χ (plyne z a2). Užitı́m (Res) a (E ) zı́skáme
ϕ & (ψ (ϕ→ χ))→ (ψ χ). Na závěr aplikujeme pravidlo (Res).
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SLe [1`e] dostaneme okamžitě užitı́m (Res); [e`2] plyne z tvrzenı́ 2.1.4; důkaz [2`3] zač-
neme s (PSL1): ϕ→ ((ϕ→ ψ) ψ), zbytek je užitı́ 2 a (E ). Důkaz [3`1] začneme
s (PSL7), dı́ky 3 dostaneme ϕ→ (ψ ψ & ϕ), důkaz končı́ užitı́m (E ) a (Res).

SLc Důkaz [1`c] je snadnou aplikacı́ pravidla (Res); pro důkaz [c`2] pozorujme, že z (∧1),
(∧2) a (PSL10) dostaneme: (ϕ ∧ ψ) & (ϕ ∧ ψ)→ ϕ & ψ, důkaz končı́ aplikacı́ (Res) a c.
Poslednı́ tvrzenı́ [2`1] je snadno dokazatelné pomocı́ (I∧).

SLi Důkazy [1`i], [i`2], [2`3], [3`1], [3`4] a [4`3] jsou zřejmé. Důkaz uzavřeme pozorová-
nı́m, že z axiomu i dostaneme 1 a 4, a tudı́ž i 5 užitı́m (∧3). Poslednı́ implikace [5`i] je
triviálnı́. �

Užitı́m tvrzenı́ 2.1.4 a předchozı́ věty můžeme pro některé extenze logiky SL ukázat, že
některé spojky jazyka LSL v těchto logikách splývajı́, tı́m lze tedy zjednodušit jejich jazyk:

DŮSLEDEK 2.1.8.

• `SLo ⊥ ↔ 0

• `SLi > ↔ 1 a `SLi 1↔ (ϕ→ ϕ)

• `SLe (ϕ ψ)↔ (ϕ→ ψ), a tedy SLae lze axiomatizovat (vzhledem k SL) užitı́m
(ϕ→ (ψ→ χ))→ (ψ→ (ϕ→ χ)).

• `SLci ϕ&ψ↔ ϕ∧ψ, a tedy SLci = SLcie. Navı́c SLac dokazuje (ϕ→ (ϕ→ ψ))→ (ϕ→ ψ)
(tento axiom však sám o sobě nestačı́ k axiomatizovánı́ SLac vzhledem k SL).

Nynı́ můžeme snadno dokázat větu o dualitě pro tyto významné extenze logiky SL (srov-
nejte s větou 2.1.3). Připomeňme, že χ′ značı́ zrcadlový obraz formule χ.

VĚTA 2.1.9 (Dualita pro SLX). Necht’ X ⊆ {a, e, c, i, o}. Pak pro každou množinu formulı́ T∪{ϕ}
platı́:

T `SLX ϕ právě tehdy, když T ′ `SLX ϕ
′.

Nynı́ použijeme logiku SL jako základ pro zavedenı́ obecné definice třı́dy substrukturálnı́ch
logik. Našı́m cı́lem nenı́ pokrýt všechny logiky, které by mohly být v literatuře zahrnuty mezi
substrukturálnı́ logiky, ale pouze v rámci slabě implikativnı́ch logik matematicky vydělit co
nejširšı́ třı́du logik sdı́lejı́cı́ch ”esenciálnı́“ vlastnosti substrukturálnı́ch logik, pro které pak
budeme moci formulovat a dokazovat obecná matematická tvrzenı́. Mohli bychom dosáhnout
většı́ho stupně obecnosti užitı́m komplexnějšı́, ale méně přirozené definice. Avšak pro účely
tohoto textu považujeme námi zvolenou konvenci za dostatečně obecnou.

KONVENCE 2.1.10 ((Asociativnı́) substrukturálnı́ logika). Slabě implikativnı́ logika v jazyce
L je substrukturálnı́, pokud je rozšı́řenı́m (L ∩ LSL)-fragmentu logiky SL. Substrukturálnı́
logiku nazýváme asociativnı́, pokud rozšiřuje (L ∩ LSL)-fragment logiky SLa.

Poznamenejme, že tato konvence mimo jiné pokrývá logiky BCI a BCK, se kterými jsme
se seznámili v minulé kapitole. Dále pokrývá všechny jejich extenze a většinu jejich rozšı́řenı́
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(napřı́klad Ł∞, IL a CL).5 Ve skutečnosti lze dokázat, že IL je logika, kterou zı́skáme, přidáme-
li k SL všechny axiomy z definice 2.1.6, tzn. IL je SLaecw (v předchozı́m důsledku jsme po-
psali, jak spojky v přı́tomnosti těchto axiomů splývajı́); dále můžeme zı́skat SLae a SLaew jako
rozšı́řenı́ logik BCI resp. BCK. Později (ve větě 2.1.14) identifikujeme SL jako omezenou ne-
asociativnı́ variantu takzvané plné Lambekovy logiky [27]. Tı́m se stane zřejmým fakt, že naše
konvence zahrnuje většinu logik, kterým se v literatuře běžně řı́ká substrukturálnı́.6

Poznamenejme ještě, že naše volba formalismu dělá naši definici substrukturálnı́ch logik
normativnı́ v tom smyslu, že jakékoli užitı́ tradičnı́ spojky dané logiky musı́ splňovat všechna
pravidla odvoditelná v logice SL. To může mı́t neočekávané následky. Napřı́klad: logika BCK-
polosvazů v jazyce {→,∧} značená jako BCK∧ [33] (definovaná obdobně jako logika ome-
zených BCI-svazů zavedená v přı́kladě 1.4.5) nenı́ ve smyslu našı́ konvence substrukturálnı́
logika (nesplňuje totiž tvrzenı́ (PSL12) z tvrzenı́ 2.1.5); avšak kdybychom tuto logiku formulo-
vali v jazyce {→,∧}, pak by se podle našı́ konvence vskutku jednalo o substrukturálnı́ logiku
(protože jediná LSL spojka přı́tomná v jejı́m jazyce, jmenovitě→, se chová podle definice).

Syntaktické vlastnosti logiky SL a jejı́ch význačných rozšı́řenı́, které jsme dřı́ve dokázali
v tvrzenı́ 2.1.5 a ve větě 2.1.7, očividně platı́ v každé substrukturálnı́ logice L, jejı́ž jazyk
je dostatečně expresivnı́. Všimněme si, že substrukturálnı́ logika L je Rasiowa-implikativnı́
právě tehdy, když dokazuje axiom i (tedy jsou všechny tyto logiky algebraicky implikativnı́).
V Rasiowa-implikativnı́ch substrukturálnı́ch logikách navı́c platı́: 1↔ (ϕ→ ϕ), proto můžeme
spojku 1 uvažovat jako definovanou.

Nynı́ uvedeme seznam několika základnı́ch sémantických vlastnostı́ spojek v substruk-
turálnı́ch logikách:

TVRZENÍ 2.1.11. Necht’ L je substrukturálnı́ logika v dostatečně expresivnı́m jazyce a A =

〈A, F〉 ∈MOD∗(L). Pak:

1. 1
A

= min≤A F.

2. >A = max≤A A a >A ∈ F.

3. ⊥A = min≤A A a ⊥A < F, pokud A nenı́ triviálnı́.

4. ≤A je ∨-polosvazové uspořádánı́.

5. ≤A je ∧-polosvazové uspořádánı́.

6. →A a A jsou antitónnı́ v prvnı́m argumentu a monotónnı́ v druhém vzhledem k ≤A.

7. &A je monotónnı́ v obou argumentech vzhledem k ≤A a 1
A

je jejı́ jednotkový prvek.

8. Pro každé x, y, z ∈ A, x &A y ≤A z právě tehdy, když y ≤A x→A z právě tehdy, když
x ≤A y A z.

9. Pro každé x, y, z ∈ A, x→A y = max{z | x &A z ≤A y}.

10. Pro každé x, y, z ∈ A, x A y = max{z | z &A x ≤A y}.

11. Pro každé x, y, z ∈ A, x &A y = min{z | y ≤A x→A z} = min{z | x ≤A y A z}.

5Ł∞ jsme zavedli v přı́kladě 1.3.11 v jazyce obsahujı́cı́m pouze → a 0, ale dalšı́ spojky z jazyka LSL můžeme
zadefinovat takto: ¬ϕ = ϕ→ 0, ϕ & ψ = ¬(ϕ→ ¬ψ), ϕ ∨ ψ = (ϕ→ ψ)→ ψ a ϕ ∧ ψ = ¬(¬ϕ ∨ ¬ψ).

6Konkrétně zahrnuje všechny substrukturálnı́ logiky ve smyslu knihy [27], což jsou axiomatické extenze SLa,
a substrukturálnı́ logiky reziduovaných struktur ve smyslu závěrečných poznámek v článku [41], což jsou fragmenty
axiomatických extenzı́ SLa.
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Důkaz. Ověřit všechna tato tvrzenı́ je velmi snadné, poznamenejme akorát, že tvrzenı́ 8. plyne
z (Res) a (E ) a zbylá tři tvrzenı́ jsou jeho důsledkem. �

VĚTA 2.1.12. Každá substrukturálnı́ logika s ∨ nebo ∧ v jazyce je algebraicky implikativnı́.

Důkaz. Důkaz by byl jednoduššı́, kdybychom předpokládali, že konstanta 1 je v jazyce našı́
logiky. Stačilo by pak jednoduše uvažovat algebraizujı́cı́ dvojici 〈χ ∧ 1, 1〉 (nebo 〈χ ∨ 1, χ〉),
která, jak lze snadno ukázat, splňuje podmı́nku (Alg) (lze argumentovat např. předchozı́m tvr-
zenı́m). Nynı́ uvedeme důkaz pro obecnějšı́ přı́pad, když neuvažujeme v jazyce konstantu 1.

Předpokládejme, že naše logika má v jazyce spojku ∧; ukážeme, že 〈(χ→ χ) ∧ χ, χ→ χ〉

je algebraizujı́cı́ dvojice (v druhém přı́padě bychom toto tvrzenı́ obdobně ukázali pro dvojici
〈(χ→ χ) ∨ χ, χ〉). Důkaz probı́há obdobně jako v přı́kladě 1.4.5 pro logiku omezených BCI-
svazů. Jeden směr je zřejmý: triviálně platı́ χ ` (χ → χ) ∧ χ → (χ → χ) a χ ` (χ → χ) →
(χ→ χ)∧χ (protože χ ` (χ→ χ)→ χ). Druhý směr: očividně máme (χ→ χ)↔ (χ→ χ)∧χ `
(χ→ χ)∧χ, a tedy také (χ→ χ)↔ (χ→ χ)∧χ ` χ (protože zřejmě platı́: (χ→ χ)∧χ ` χ). �

Našı́m dalšı́m cı́lem je identifikovat naši základnı́ logiku SL a jejı́ extenze SLX mezi dobře
známými substrukturálnı́mi logikami. Jelikož mnoho substrukturálnı́ch logik je v literatuře
uváděno ve své neomezené podobě (tzn. bez pravdivostnı́ch konstant ⊥ and >), zavádı́me
následujı́cı́ konvenci:

KONVENCE 2.1.13. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika. Názvem omezená L a symbolem L⊥
značı́me rozšı́řenı́ logiky L o konstantu⊥ a dodatečný axiom⊥ → ϕ. Poznamenejme, že v každé
omezené substrukturálnı́ logice lze definovat konstantu > = ⊥ → ⊥, která splňuje ϕ→ > (dı́ky
instanci axiomu (Efq) v podobě ⊥ → (ϕ ⊥) a pravidlu (E )).

Základnı́ substrukturálnı́ logika je v literatuře známá jako plná Lambekova logika [27] a
značená jako FL. Tato logika je formulovaná v jazyce LFL, který je obdobný našemu jazyku
LSL a obsahuje pravdivostnı́ konstanty 0 a 1, dvě implikačnı́ spojky \ a / (tyto spojky v komu-
tativnı́ extenzi FL, kterou značı́me FLe, splývajı́, značı́me je pak→), reziduovanou konjunkci
&7 a svazové spojky ∧,∨. Axiomatický systém pro FL (převzato z [27, Figure 2.10]) uvádı́me
v tabulce 2.3 spolu s anglickými jmény jednotlivých axiomů a pravidel.

Dalšı́m důležitým přı́kladem substrukturálnı́ logiky je neasociativnı́ varianta logiky FL,
která je také běžně formulována v jazyceLFL a jejı́ž axiomatický systém uvádı́me v tabulce 2.4
(převzato z [29, Figure 5]). Název a značenı́ pro tuto logiku ještě nejsou plně ustáleny, proto je
zde explicitně neuvádı́me.

Předtı́m, než ukážeme, v jakém vztahu jsou tyto dvě logiky s logikou SL, uvádı́me překlad
mezi jazyky LFL a LSL. Ve skutečnosti uvádı́me dva možné překlady (z věty o dualitě plyne,
že pro následujı́cı́ tvrzenı́ nenı́ podstatné, jaký překlad zvolı́me).8

LFL značenı́ přı́mý překlad nepřı́mý překlad
ϕψ ϕ & ψ ψ & ϕ

ϕ \ ψ ϕ→ ψ ϕ ψ

ψ / ϕ ϕ ψ ϕ→ ϕ

7V pracı́ch zabývajı́cı́ch se touto logikou je běžnou konvencı́ vynechávat symbol & a psát pouze ϕψmı́sto ϕ&ψ.
8Tato nezávislost na volbě překladu také zajišt’uje, že libovolný fragment (neasociativnı́ logiky) FL obsahujı́cı́

alespoň / nebo \ je substrukturálnı́ logikou ve smyslu konvence 2.1.10.
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(idl) ϕ\ϕ (identity)
(pfl) (ϕ\ψ)\[(χ\ϕ)\(χ\ψ)] (prefixing)
(asll) ϕ\[(ψ/ϕ)\ψ] (assertion)

(a) [(ψ\χ)/ϕ]\[ψ\(χ/ϕ)] (associativity)
(&\/) [ψ(ψ\ϕ)/ψ]\(ϕ/ψ) (fusion divisions)
(&∧) [(ϕ ∧ 1)(ψ ∧ 1)]\(ϕ ∧ ψ) (fusion conjunction)
(∧\) (ϕ ∧ ψ)\ϕ (conjunction division)
(∧\) (ϕ ∧ ψ)\ψ (conjunction division)
(\∧) [(ϕ\ψ) ∧ (ϕ\χ)]\[ϕ\(ψ ∧ χ)] (division conjunction)
(\∨) ϕ\(ϕ ∨ ψ) (division disjunction)
(\∨) ψ\(ϕ ∨ ψ) (division disjunction)
(∨\) [(ϕ\χ) ∧ (ψ\χ)]\[(ϕ ∨ ψ)\χ] (disjunction division)
(\&) ψ\(ϕ\ϕψ) (division fusion)
(&\) [ψ\(ϕ\χ)]\(ϕψ\χ) (fusion division)

(1) 1 (unit)
(1\) 1\(ϕ\ϕ) (unit division)
(\1) ϕ\(1\ϕ) (division unit)

(mpl) ϕ, ϕ\ψ ` ψ (modus ponens)
(adju) ϕ ` ϕ ∧ 1 (adjunction unit)
(pnl) ϕ ` ψ\ϕψ (product normality)
(pnr) ϕ ` ψϕ/ψ (product normality)

Tabulka 2.3: Axiomatický systém pro logiku FL

ϕ \ ϕ ϕ, ϕ \ ψ ` ψ ϕ ` (ϕ \ ψ) \ ψ

ϕ \ ψ ` (ψ \ χ) \ (ϕ \ χ) ψ \ χ ` (ϕ \ ψ) \ (ϕ \ χ)

ϕ \ ((ψ / ϕ) \ ψ) ϕ \ (ψ \ χ) ` ψ \ (χ / ϕ) ψ / ϕ ` ϕ \ ψ

ϕ ∧ ψ \ ϕ ϕ ∧ ψ \ ψ (χ \ ϕ) ∧ (χ \ ψ) \ (χ \ ϕ ∧ ψ) ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ

ϕ \ ϕ ∨ ψ ψ \ ϕ ∨ ψ (ϕ \ χ) ∧ (ψ \ χ) \ (ϕ ∨ ψ \ χ) (χ / ϕ) ∧ (χ / ψ) \ (χ / ϕ ∨ ψ)

ψ \ (ϕ \ ϕψ) ψ \ (ϕ \ χ) ` ϕψ \ χ

1 1 \ (ϕ \ ϕ) ϕ \ (1 \ ϕ)

Tabulka 2.4: Axiomatický systém pro neasociativnı́ logiku FL

VĚTA 2.1.14. Logika SLa je termově ekvivalentnı́ omezené logice FL užitı́m libovolného z výše
uvedených překladů. Obdobně, logika SL je termově ekvivalentnı́ omezené neasociativnı́ vari-
antě logiky FL.

Důkaz. Všechny axiomy a pravidla (neasociativnı́) logiky FL jsou mezi konsekucemi uve-
denými v tabulce 2.2 nebo jsou dokázány v tvrzenı́ 2.1.5 nebo jsou ekvivalentnı́ asociativitě
podle věty 2.1.7. Druhý směr ponecháváme jako cvičenı́ pro čtenáře. �
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(id) ϕ→ ϕ

(pf) (ϕ→ ψ)→ ((χ→ ϕ)→ (χ→ ψ))
(per) (ϕ→ (ψ→ χ))→ (ψ→ (ϕ→ χ))
(&∧) [(ϕ ∧ 1)(ψ ∧ 1)]→ (ϕ ∧ ψ)
(∧→) (ϕ ∧ ψ)→ ϕ

(∧→) (ϕ ∧ ψ)→ ψ

(→∧) [(ϕ→ ψ) ∧ (ϕ→ χ)]→ [ϕ→ (ψ ∧ χ)]
(→∨) ϕ→ (ϕ ∨ ψ)
(→∨) ψ→ (ϕ ∨ ψ)
(∨→) [(ϕ→ χ) ∧ (ψ→ χ)]→ [(ϕ ∨ ψ)→ χ]
(→&) ψ→ (ϕ→ ϕψ)
(&→) [ψ→ (ϕ→ χ)]→ (ϕψ→ χ)

(1) 1
(1→) 1→ (ϕ→ ϕ)

(mp) ϕ, ϕ→ ψ ` ψ

(adju) ϕ ` ϕ ∧ 1

Tabulka 2.5: Axiomatický systém pro FLe

Jako důsledek této věty vı́me, že význačné extenze SLa, které jsme zde uvažovali, jsou jinou
verzı́ dobře známých omezených extenzı́ logiky FL běžně studovaných v literatuře o substruk-
turálnı́ch logikách. Konkrétně SLa,X splývá s omezenou verzı́ FLX (pro X ⊆ {e, c, i, o}, modulo
jazykový překlad); tyto logiky jsou v [27] nazývány základnı́mi substrukturálnı́mi logikami.

Jelikož v substrukturálnı́ch logikách rozšiřujı́cı́ch SLe je potřeba pouze jedna implikace,
zı́skáme pro logiku FLe podstatně zjednodušený axiomatický systém, uvádı́me ho v tabulce 2.5
(převzato z [27, Figure 2.9]). Dále lze snadno nahlédnout, že přirozený axiomatický systém
pro logiku FLew můžeme zı́skat ze systému pro FLe nahrazenı́m axiomu (&∧) jednodušı́m
axiomem ϕ & ψ→ ϕ ∧ ψ a odstraněnı́m axiomů (1) a (1→) a pravidla (adju).

2.2 Věta o dedukci a vlastnost důkazu po přı́padech

V této části budeme studovat různé formy věty o dedukci, které následně využijeme k zı́skánı́
takzvané vlastnosti důkazu po přı́padech. Pevně zvolme substrukturálnı́ logiku L v jazyce L.

Připomeňme, že pracujeme s pevně zvolenou množinou výrokových proměnných Var.
Necht’ ? < Var je nový symbol, který sloužı́ jako zástupný symbol pro speciálnı́ druh sub-
stituce. ?-formule jsou utvořeny užitı́m proměnných z Var ∪ {?} a ?-substituce je substituce
v rozšı́řeném jazyce. Necht’ ϕ a δ jsou ?-formule a σ necht’ je ?-substituce definovaná jako
σ(?) = ϕ a σp = p pro p ∈ Var. ?-formuli σδ budeme značit δ(ϕ); všimněme si, že pokud je
ϕ formule (tj. neobsahuje proměnnou ?), pak totéž platı́ pro δ(ϕ).

DEFINICE 2.2.1. Pro množinu ?-formulı́ Γ definujeme množinu ?-formulı́ Γ∗ jako nejmenšı́
množinu takovou, že:
• ? ∈ Γ∗ a zároveň
• δ(γ) ∈ Γ∗ pro každé δ ∈ Γ a každou γ ∈ Γ∗.
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DEFINICE 2.2.2. Předpokládejme, že L ve svém jazyce L obsahuje & a 1. Pro množinu ?-
formulı́ Γ, L-algebru A a množinu X ⊆ A definujeme:

• Π(Γ) jako nejmenšı́ množinu ?-formulı́ obsahujı́cı́ Γ ∪ {1} uzavřenou na &.

• ΓA jako množinu unárnı́ch polynomů sestavených užitı́m termů z Γ s koeficienty z A
a proměnnou ?, tj.:

ΓA = {δ(?, a1, . . . , an) | δ(?, p1, . . . , pn) ∈ Γ a a1, . . . , an ∈ A}.

• ΓA(X) jako množinu {δA(x) | δ(?) ∈ ΓA a x ∈ X}.

Pokud je kontext zřejmý, index A vynecháváme. Poznamenejme, že prvky Π(Γ) mohou být
jednoznačně popsány jako konečné stromy s uzly označenými pomocı́ prvků z Γ ∪ {1}.9

DEFINICE 2.2.3 ((Téměř) (MP)-založená logika, základnı́ deduktivnı́ termy). Necht’ bDT je
množina ?-formulı́ uzavřená na všechny ?-substituce σ takové, že σ(?) = ?. Substrukturálnı́
logika L je téměř (MP)-založená s množinou základnı́ch deduktivnı́ch termů bDT10, pokud:

• L má prezentaci, kde jedinými odvozovacı́mi pravidly jsou modus ponens a dále
pravidla z {ϕ B γ(ϕ) | ϕ ∈ FmL a γ ∈ bDT}, a navı́c

• pro každé β ∈ bDT a všechny formule ϕ, ψ existujı́ formule β1, β2 ∈ bDT∗ takové, že:

`L β1(ϕ→ ψ)→ (β2(ϕ)→ β(ψ)).

Řı́káme, že L je (MP)-založená, pokud připouštı́ prázdnou množinu základnı́ch deduktivnı́ch
termů.

Snadno si uvědomı́me, že BCI, BCK, a tedy i všechna jejich axiomatická rozšı́řenı́ (včetně
FLew, IL a CL) jsou očividně (MP)-založené logiky, zatı́mco FLe je téměř (MP)-založená
s bDT = {? ∧ 1} (porovnejte s axiomatickým systémem z tabulky 2.5 a (PSL24)), FLew je do-
konce (MP)-založená. Otázka, jsou-li FL, nebo dokonce SL téměř (MP)-založenými logikami,
je mnohem komplikovanějšı́ a budeme se jı́ zabývat v přı́štı́ sekci této kapitoly. Poznamenejme,
že axiomatický systém FL (tabulka 2.3) již obsahuje pravidla v žádaném tvaru, takže jediné,
co musı́me ověřit, je druhá podmı́nka z definice; na druhou stranu axiomatický systém pro SL
(tabulka 2.4) je očividně nevhodný, a proto bude muset být nahrazen jiným.

Také si všimněme, že každé axiomatické rozšı́řenı́ (téměř) (MP)-založené logiky je též
(téměř) (MP)-založené. Nakonec si všimněme, že dı́ky (PSL7) platı́ ϕ `L χ(ϕ) pro každou
formuli χ ∈ Π(bDT∗)), a pokud bDT = ∅ (tj. logika L je (MP)-založená), pak bDT∗ = {?}.

LEMMA 2.2.4. Necht’ L je substrukturálnı́ téměř (MP)-založená logika s množinou základnı́ch
deduktivnı́ch termů bDT, pak:

1. Pro každou γ ∈ bDT∗ a formule ϕ, ψ existuje γ′ ∈ bDT∗ taková, že

ϕ→ ψ `L γ
′(ϕ)→ γ(ψ).

9 Mohl by však vyvstat problém, pokud by Γ obsahovala konjunkci dvou svých prvků; pak existujı́ (alespoň)
dva stromy reprezentujı́cı́ tuto formuli jako konjunkci prvků z Γ. Je ale zřejmé, že existuje strom, který obsa-
huje všechny možné reprezentujı́cı́ stromy jako své podstromy; tento maximálnı́ strom volı́me za onu jednoznačně
určenou reprezentaci.

10Z angl. ”basic deduction terms“. (Pozn. překladatele.)
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2. Pro každou γ ∈ bDT∗ a formule ϕ, ψ existujı́ γ1, γ2 ∈ bDT∗ takové, že

`L γ1(ϕ→ ψ)→ (γ2(ϕ)→ γ(ψ)).

3. Pro každou γ ∈ bDT∗ a formule ϕ, ψ existujı́ γ1, γ2 ∈ bDT∗ takové, že

`L γ1(ϕ) & γ2(ψ)→ γ(ϕ & ψ).

4. Pro každou γ ∈ bDT∗ a δ ∈ Π(bDT∗) a každou formuli ϕ existuje δ̂ ∈ Π(bDT∗) taková,
že

`L δ̂(ϕ)→ γ(δ(ϕ)).

Důkaz. Důkaz prvnı́ch dvou tvrzenı́ provedeme zároveň indukcı́. Nultý krok γ = ? je triviálnı́
v obou přı́padech. Předpokládejme nynı́, že γ = β(δ) pro nějakou β ∈ bDT a δ ∈ bDT∗.
Z indukčnı́ho předpokladu pro prvnı́ tvrzenı́ dostaneme δ′ ∈ bDT∗ takové, že

ϕ→ ψ `L δ
′(ϕ)→ δ(ψ).

Nynı́ použijeme definici bDT, čı́mž pro všechny formule δ′(ϕ) a δ(ψ) zı́skáme β1, β2 ∈ bDT∗

takové, že:
`L β1(δ′(ϕ)→ δ(ψ))→ (β2(δ′(ϕ))→ β(δ(ψ))).

Tudı́ž, pokud zvolı́me γ′ = β2(δ′), je důkaz prvnı́ho tvrzenı́ dokončen (jelikož vı́me, že platı́
ϕ→ ψ `L β1(δ′(ϕ)→ δ(ψ))).

Pro důkaz druhého tvrzenı́ předpokládejme, že γ = β(δ) pro nějaké β ∈ bDT a δ ∈ bDT∗.
Indukčnı́ předpoklad nám dává δ1, δ2 ∈ bDT∗ takové, že

`L δ1(ϕ→ ψ)→ (δ2(ϕ)→ δ(ψ)).

Nynı́ použijeme definici bDT pro δ2(ϕ) a δ(ψ), ze které zı́skáme β1, β2 ∈ bDT∗ tak, že:

`L β1(δ2(ϕ)→ δ(ψ))→ (β2(δ2(ϕ))→ β(δ(ψ))).

Z prvnı́ho tvrzenı́, kde γ = β1, ϕ = δ1(ϕ→ ψ), ψ = δ2(ϕ)→ δ(ψ) zı́skáme β′1 ∈ bDT∗ tak, že

`L β
′
1(δ1(ϕ→ ψ))→ β1(δ2(ϕ)→ δ(ψ)).

Důkaz zakončı́me zvolenı́m γ1 = β′1(δ1), γ2 = β2(δ2) a použitı́m tranzitivity.
Třetı́ tvrzenı́ dokážeme užitı́m druhého pro ψ = ϕ&ψ, čı́mž zı́skáme γ1, γ2 ∈ bDT∗ tak, že

`L γ1(ϕ→ ϕ & ψ)→ (γ2(ϕ)→ γ(ϕ & ψ)).

Protože platı́ `L ψ → (ϕ → ϕ & ψ) (PSL7), můžeme použı́t prvnı́ tvrzenı́ pro γ = γ1, čı́mž
zı́skáme γ′1 ∈ bDT∗ takové, že

`L γ
′
1(ψ)→ γ1(ϕ→ ϕ & ψ).

Zbytek je snadným důsledkem (T) a (Res).
Důkaz poslednı́ho tvrzenı́ probı́há indukcı́ podle hloubky stromu reprezentujı́cı́ho formuli

δ. Pokud δ ∈ bDT∗ nebo δ = 1, pak jsme hotovi zvolenı́m δ̂ = γ(δ), respektive δ̂ = 1. Dále
předpokládejme, že δ = η1 & η2 pro nějaké η1, η2 ∈ Π(bDT∗). Z třetı́ho tvrzenı́ dostaneme
γ1, γ2 ∈ bDT∗ takové, že `L γ1(η1(ϕ)) & γ2(η2(ϕ)) → γ(η1(ϕ) & η2(ϕ)). Indukčnı́ předpoklad
nám dává δ̂1, δ̂2 ∈ Π(bDT∗) takové, že `L δ̂1(ϕ)→ γ1(η1(ϕ)) a `L δ̂2(ϕ)→ γ2(η2(ϕ)). Zvolenı́m
δ̂ = δ̂1 & δ̂2 a užitı́m (PSL10) důkaz končı́. �
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Nynı́ jsme připraveni ukázat sémantickou (neboli přenesenou) verzi (parametrizované)
lokálnı́ věty o dedukci pro téměř (MP)-založené substrukturálnı́ logiky.

VĚTA 2.2.5. Necht’substrukturálnı́ logika L má v jazyce spojky & a 1 a je téměř (MP)-založená
s množinou základnı́ch deduktivnı́ch termů bDT. Dále necht’ A je L-algebra a X∪{x} ⊆ A. Pak

FiA
L (X, x) = {y | γA(x)→A y ∈ FiA

L (X) pro nějaké γ ∈ (Π(bDT∗))A}.

Důkaz. Směr zprava doleva: Zřejmě γ(x) ∈ Fi(X, x) (protože ϕ ` γ0(ϕ) pro každé γ0 ∈ bDT∗,
ϕ, ψ ` ϕ & ψ a Fi(X, x) je uzavřen na pravidla logiky L). A protože filtr Fi(X, x) je uzavřen na
modus ponens, dostaneme: y ∈ Fi(X, x).

Abychom ukázali druhý směr, vezměme libovolné y ∈ Fi(X, x), ukážeme, že pro každé
a v důkazu y z předpokladů X ∪ {x} (viz tvrzenı́ 1.1.29) existuje γa ∈ Π(bDT∗) takové, že
γa(x) → a ∈ Fi(X). Pokud a = x, zvolı́me γa = ?; pokud a je z X nebo je hodnotou nějakého
axiomu, zvolı́me γa = 1.

Nynı́ předpokládejme, že jsme a zı́skali pomocı́ pravidla modus ponens z b ∈ Fi(X, x)
a b → a ∈ Fi(X, x). Z indukčnı́ho předpokladu dostaneme γb, γb→a ∈ Π(bDT∗) takové, že
γb→a(x) → (b → a), γb(x) → b ∈ Fi(X). Proto (užitı́m sufixace) dostaneme (b → a) →
(γb(x) → a) ∈ Fi(X) a dále dı́ky tranzitivitě: γb→a(x) → (γb(x) → a) ∈ Fi(X). Zvolı́me
γa = γb & γb→a a zakončı́me aplikacı́ pravidla reziduace.

Dále předpokládejme, že a = β(b) pro nějaké β ∈ bDT a je zı́skáno z b ∈ Fi(X, x) pomocı́
pravidla ϕ ` β(ϕ). Indukčnı́ předpoklad nám dává γb ∈ Π(bDT∗) takové, že γb(x)→ b ∈ Fi(X).
Pakračujeme užitı́m prvnı́ho bodu lemmatu 2.2.4, dı́ky kterému dostaneme γ ∈ bDT∗ takové, že
γ(γb(x))→ β(b) ∈ Fi(X). Dále užitı́m čtvrtého bodu tohoto lemmatu dostaneme γ̂b ∈ Π(bDT∗)
takové, že γ̂b(x)→ γ(γb(x)) ∈ Fi(X), důkaz zakončı́me aplikacı́ tranzitivity. �

Tato věta má dva důležité důsledky; prvnı́ z nich, kdy za A zvolı́me algebru formulı́, je
přı́močarý. Připomeňme, že v tomto přı́padě platı́: ϕ ∈ Fi(Γ) právě tehdy, když Γ `L ϕ.

DŮSLEDEK 2.2.6 (Věta o dedukci pro téměř (MP)-založené logiky). Necht’ substrukturálnı́
logika L má v jazyce spojky & a 1 a je téměř (MP)-založená s množinou základnı́ch deduk-
tivnı́ch termů bDT. Pak pro každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ} platı́:

Γ, ϕ `L ψ právě tehdy, když Γ `L γ(ϕ)→ ψ pro nějaké γ ∈ Π(bDT∗).

Tı́m jsme zı́skali takzvanou (parametrizovanou, pokud se v množině bDT vyskytujı́ jiné
proměnné než ?) lokálnı́11 větu o dedukci pro téměř (MP)-založené logiky. V dalšı́ části
ukážeme, že třı́da těchto logik zahrnuje logiku SL a jejı́ význačné axiomatické extenze (podáme
explicitnı́ popis přı́slušných množin základnı́ch dedukčnı́ch termů, viz tabulka 2.8).

Jako druhý důležitý důsledek věty 2.2.5 dokážeme následujı́cı́ algebraický popis filtru ge-
nerovaného danou množinou.

DŮSLEDEK 2.2.7 (Popis generovaných filtrů). Necht’ substrukturálnı́ algebraicky implika-
tivnı́ logika L má v jazyce spojky & a 1 a je téměř (MP)-založená s množinou základnı́ch
deduktivnı́ch termů bDT. Dále necht’ A je L-algebra a X ⊆ A, pak

FiA
L (X) = {a ∈ A | a ≥ x pro nějaké x ∈ (Π(bDT∗))A(X)}.12

11Termı́n ”lokálnı́“ použı́váme na zvýrazněnı́ faktu, že volba formule γ záležı́ na formulı́ch z Γ ∪ {ϕ, ψ}, pro
srovnánı́ si připomeňme větu o dedukci pro klasickou logiku, kde jsme vždy mohli volit γ = ?.

12≤ je vlastnı́ uspořádnı́ na A (viz komentář za tvrzenı́m 1.4.7).
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Důkaz. Je zřejmé, že platı́: bDT∗(X) ⊆ Fi(X) (protože ϕ ` γ(ϕ) pro každou γ ∈ bDT∗ a Fi(X)
je uzavřený na pravidla logiky L). Navı́c z ϕ, ψ ` ϕ & ψ dostaneme: (Π(bDT∗))A(X) ⊆ Fi(X).
Nakonec vezměme x ∈ (Π(bDT∗))A(X). Vı́me, že a ≥ x implikuje x → a ≥ 1, a tak platı́:
x → a ∈ Fi(X). Tedy dı́ky uzavřenosti Fi(X) na modus ponens jsme dokázali prvnı́ inkluzi
v důkazu.

K důkazu druhé inkluze uvažme a ∈ Fi(X). Musı́ existovat konečná množina {x1, . . . xn} =

X′ ⊆ X taková, že a ∈ Fi(X′) (protože každá téměř (MP)-založená logika je finitárnı́ a dı́ky
důsledku 1.3.4 je Fi(·) algebraický uzávěrový operátor). Opakovaným užitı́m předchozı́ věty
dostaneme γ1, . . . , γn ∈ (Π(bDT∗))A takové, že

γn(xn) & (. . . & γ1(x1) . . . )→ a = γ1(x1)→ (γ2(x2)→ . . . (γn(xn)→ a) . . . ) ∈ Fi(∅) =

= {x | x ≥ 1}.

Proto a ≥ x pro x = γn(xn) & (. . . & γ1(x1) . . . ) ∈ (Π(bDT∗))A(X). �

Nynı́ zavedeme v abstraktnı́ podobě větu o dedukci, která nám umožnı́ analyzovat a vylepšit
předchozı́ výsledky.

DEFINICE 2.2.8. Necht’ DT je množina ?-formulı́. Řekneme, že v slabě implikativnı́ logice L
platı́ věta o téměř implikačnı́ dedukci vzhledem k množině odvozovacı́ch termů DT, pokud pro
každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ}:

Γ, ϕ `L ψ právě tehdy, když Γ `L δ(ϕ)→ ψ pro nějakou δ ∈ DT.

Důsledek 2.2.6 řı́ká, že věta o téměř implikačnı́ dedukci platı́ v každé téměř (MP)-založené
logice a DT = Π(bDT∗). Tento výsledek zesı́lı́me dvěma způsoby: zaprvé ukážeme, za jakých
předpokladů lze zjednodušit množinu deduktivnı́ch termů, zadruhé ukážeme, že (MP)-založe-
nost dané logiky je podmı́nkou nutnou.

VĚTA 2.2.9. Necht’ substrukturálnı́ logika L má v jazyce spojky & a 1 a platı́ v nı́ věta o téměř
implikačnı́ dedukci vzhledem k množině DT.

• V L platı́ věta o téměř implikačnı́ dedukci vzhledem k DT′ ⊆ DT právě tehdy, když pro
každou ?-formuli χ ∈ DT a formuli ϕ existuje δ ∈ DT′ taková, že `L δ(ϕ)→ χ(ϕ).

• Pokud je L finitárnı́, pak L je téměř (MP)-založená s množinou

bDT = {σδ | δ ∈ DT, σ je ? -substituce taková, že σ(?) = ?}.

Důkaz. V důkazu prvnı́ho tvrzenı́ je směr zprava doleva triviálnı́. Druhý směr je také snadný:
z `L χ(ϕ) → χ(ϕ) dostaneme (užitı́m věty o dedukci vzhledem k DT): ϕ `L χ(ϕ), a tedy
(opět užitı́m věty o dedukci tentokrát vzhledem k DT′) dostaneme: `L δ(ϕ)→ χ(ϕ) pro nějaké
δ ∈ DT′.

Nynı́ ukážeme druhé tvrzenı́, prvně definujme logiku L′ axiomatizovanou všemi teorémy
logiky L a pravidly modus ponens a {ϕ B δ(ϕ) | ϕ ∈ FmL, δ ∈ bDT} (poznamenejme, že tato
množina je očividně uzavřena na substituce). Necht’ δ = σδ0 pro δ0 ∈ DT a p je proměnná
nevyskytujı́cı́ se v δ0, pak z `L δ0(p)→ δ0(p) dı́ky pravému směru věty o dedukci dostaneme:
p `L δ0(p). Definujme substituci σ′ nastavenı́m σ′p = ϕ a σ′q = σq a všimněme si, že
σ′δ(p) = σδ0 = δ(ϕ), a tudı́ž dı́ky strukturalitě obdržı́me ϕ `L δ(ϕ). Jelikož L je substrukturálnı́
logika, a tedy má modus ponens, dostaneme L′ ⊆ L.
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Nynı́ předpokládejme, že Γ `L ψ. Dı́ky finitaritě máme ϕ1, . . . , ϕn `L ψ pro ϕi ∈ Γ. Opako-
vaným užitı́m věty o dedukci dostaneme `L δ1(ϕ1)→ (δ2(ϕ2)→ (· · · → (δn(ϕn)→ ψ) . . . ) pro
δi ∈ DT. Tedy zřejmě platı́ ϕ1, . . . , ϕn `L′ ψ, a tedy L ⊆ L′. Nakonec dvojı́m užitı́m věty o de-
dukci na ϕ→ ψ, ϕ `L σδ(ψ) se ukáže, že platı́ poslednı́ podmı́nka definice množiny základnı́ch
deduktivnı́ch termů. �

Připomeňme standardnı́ značenı́ ϕn = ϕn−1 & ϕ (kde ϕ0 = 1). Poznamenejme, že v asocia-
tivnı́ch substrukturálnı́ch logikách je závorkovánı́ v ϕn nepodstatné.

DŮSLEDEK 2.2.10 (Věta o lokálnı́ dedukci pro asociativnı́ (MP)-založené logiky). Necht’ L je
asociativnı́ substrukturálnı́ logika s & a 1 v jazyce. Pak platı́: L je (MP)-založená právě tehdy,
když L je finitárnı́ a pro každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ} platı́ následujı́cı́:

Γ, ϕ `L ψ právě tehdy, když Γ `L ϕ
n → ψ pro nějaké n ≥ 0.

Důkaz. Směr zleva doprava plyne z důsledku 2.2.6. Druhý směr: všimněme si, že předchozı́
věta nám řı́ká, že L je téměř (MP)-založená s množinou bDT = {?n | n ≥ 1}. Dı́ky (PSL7) vı́me,
že každé pravidlo ϕ `L ϕn je v L redundantnı́. Logika L je tedy (MP)-založená. �

Viděli jsme, že logika FLew je přı́kladem (MP)-založené logiky. Tı́m jsme také ukázali,
že pro ni platı́ tato forma věty o dedukci (totéž očividně také platı́ pro každé jejı́ axiomatické
rozšı́řenı́ jako IL a CL). Tento důsledek můžeme naopak použı́t, chceme-li ukázat, že FLe nenı́
(MP)-založená: nebot’ z ϕ `FLe ϕ∧1 by plynula dokazatelnost formule ϕn → ϕ∧1 pro nějaké n.
To lze ale snadno vyvrátit jednoduchým sémantickým protipřı́kladem.

Omezenějšı́ verzi následujı́cı́ho tvrzenı́ bychom mohli zı́skat jako důsledek našı́ obecné
teorie, dáme zde ale přednost přı́mému důkazu, což nám umožnı́ pokrýt i logiky v jazyce pouze
s implikacı́, počı́naje logikou BCKW (tj. implikačnı́m fragmentem intuicionistické logiky).

VĚTA 2.2.11 (Věta o dedukci pro (MP)-založené rozšı́řenı́ logiky BCKW.). Necht’ L je sub-
strukturálnı́ logika. Pak L je (MP)-založené rozšı́řenı́ logiky BCKW právě tehdy, když L je
finitárnı́ a pro každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ} platı́ následujı́cı́:

Γ, ϕ `L ψ právě tehdy, když Γ `L ϕ→ ψ.

Důkaz. Jeden směr důkazu lze provést standardně indukcı́, jak jsme zvyklı́ z důkazu věty o de-
dukci pro klasickou logiku. Opačný směr: Ukážeme, že L je (MP)-založená obdobně jako
v důkazu věty 2.2.9. Musı́me tedy pouze ukázat, že se jedná o rozšı́řenı́ BCKW. Připomeňme,
že tato logika může být axiomatizována následujı́cı́mi axiomy (a pravidlem modus ponens):

• (ϕ→ ψ)→ ((ψ→ χ)→ (ϕ→ χ))
• (ϕ→ (ψ→ χ))→ (ψ→ (ϕ→ χ))
• ϕ→ (ψ→ ϕ)
• (ϕ→ (ϕ→ ψ))→ (ϕ→ ψ).

Všechny tyto axiomy lze v L snadno dokázat (opakovaným) aplikovánı́m věty o dedukci na
následujı́cı́ pravidla (která jsou očividně odvoditelná v každé substrukturálnı́ logice):

• ϕ→ ψ, ψ→ χ, ϕ ` χ

• ϕ→ (ψ→ χ), ψ, ϕ ` χ
• ψ, ϕ ` ψ

• ϕ→ (ϕ→ ψ), ϕ ` ψ. �
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Připomeňme si tvrzenı́ 1.3.13, kde jsme užitı́m věty o dedukci pro klasickou a intuicionis-
tickou logiku dokázali takzvanou vlastnost důkazu po přı́padech:13

Γ, ϕ ` χ Γ, ψ ` χ

Γ, ϕ ∨ ψ ` χ
.

Na závěr této sekce ukážeme, že velmi podobnou vlastnost lze zı́skat pro všechny téměř (MP)-
založené logiky. Nemůžeme ale použı́t pouze svazovou spojku ∨ (jak ukazuje přı́klad 3.1.7),
nýbrž komplexnějšı́ takzvanou ”zobecněnou disjunkci“ sestavenou z množiny základnı́ch de-
duktivnı́ch termů patřı́cı́ch k dané logice. V přı́štı́ kapitole uvidı́me, že i takto komplikované
disjunkce majı́ řadu užitečných vlastnostı́.

VĚTA 2.2.12 (Vlastnost důkazu po přı́padech). Necht’ substrukturálnı́ logika L má v jazyce
spojky &, ∨, ∧ a 1 a je téměř (MP)-založená s množinou základnı́ch deduktivnı́ch termů bDT.
Pak následujı́cı́ metapravidlo je platné v logice L:

Γ, ϕ `L χ Γ, ψ `L χ

Γ ∪ {α(ϕ) ∨ β(ψ) | α, β ∈ (bDT ∪ {? ∧ 1})∗} `L χ
.

Důkaz. Uvědomme si, že δ ∈ Π(bDT∗) je konjunkcı́ formulı́ z bDT∗. Definujme formuli δ′ jako
strukturálně stejnou konjunkci, kde každý konjunkt β ∈ bDT∗ je nahrazen formulı́ β ∧ 1 (tento
pojem je dobře definovaný navzdory tomu, že strom reprezentujı́cı́ δ jako konjunkci prvků z
bDT∗ může být nejednoznačný, viz poznámka pod čarou 9). Indukcı́ snadno dokážeme:

• Když δ = δ1 & δ2, pak δ′ = δ′1 & δ′2,
• `L δ

′ → δ a `L δ′ → 1,
• `L η & δ′ → η a `L δ′ & η→ η.

Dále předpokládejme, že Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ. Z důsledku 2.2.6 dostaneme δϕ, δψ ∈ Π(bDT∗)
takové, že Γ `L δϕ(ϕ) → χ a Γ `L δψ(ψ) → χ. Tedy také Γ `L δ

′
ϕ(ϕ) → χ a Γ `L δ

′
ψ(ψ) → χ a

z toho užitı́m (∨3) dostaneme Γ `L δ
′
ϕ(ϕ) ∨ δ′ψ(ψ)→ χ .

Důkaz zakončı́me ověřenı́m, že pro každou dvojici δ, γ ∈ Π(bDT∗) platı́:

{α(ϕ) ∨ β(ψ) | α, β ∈ (bDT ∪ {? ∧ 1})∗} `L δ′(ϕ) ∨ γ′(ψ).

Důkaz provedeme indukcı́ podle součtu hloubek stromů, které tyto formule reprezentujı́. Nultý
krok indukce platı́ triviálně (δ′(ϕ) ∨ γ′(ψ) = (δ(ϕ) ∧ 1) ∨ (γ(ψ) ∧ 1); tato formule je mezi
premisami). Pro indukčnı́ krok předpokládejme, že γ = γ1 & γ2. Užitı́m (PSL20), (PSL21),
(∨1), (∨2), (∨3) a nahoře uvedených vlastnostı́ δ′ zı́skáme následujı́cı́ řetězec implikacı́:

(δ′(ϕ) ∨ γ′1(ψ)) & (δ′(ϕ) ∨ γ′2(ψ))→

→ [δ′(ϕ) & δ′(ϕ)] ∨ [δ′(ϕ) & γ′2(ψ)] ∨ [γ′1(ψ) & δ′(ϕ)] ∨ [γ′1(ψ) & γ′2(ψ)]→

→ δ′(ϕ) ∨ δ′(ϕ) ∨ δ′(ϕ) ∨ [γ′1(ψ) & γ′2(ψ)]→ δ′(ϕ) ∨ γ′(ψ).

Indukčnı́ předpoklad aplikovaný na δ(ϕ)∨γ1(ψ) a δ(ϕ)∨γ2(ψ) a užitı́ (Adj&) důkaz zakončı́. �

Pokud bDT∗ obsahuje formuli δ takovou, že `L δ ↔ ? ∧ 1 (toto platı́ např. ve všech
význačných axiomatických extenzı́ch logiky SL uvedených v tabulce 2.8, mimo jiné také dı́ky
faktu `SLw ϕ↔ ϕ ∧ 1), nemusı́me ve zněnı́ předchozı́ věty psát ”navı́c“ formuli ? ∧ 1.

13V oné větě jsme zvolili poněkud odlišnou formulaci, vı́ce detailů o možných formulacı́ch této vlastnosti lze
nalézt v následujı́cı́ kapitole.
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2.3 Téměr (MP)-založené axiomatizace substrukturálnı́ch logik

V minulé sekci jsme si ukázali, že FLew je přı́klad (MP)-založené logiky a FLe je přı́klad
téměř (MP)-založené logiky, která nenı́ (MP)-založená. Situace ohledně FL je složitějšı́. Když
si prohlédneme axiomatický systém logiky FL (tabulka 2.3), zjistı́me, že již obsahuje pravidla
v patřičné podobě, nabı́zı́ tak kandidáty na množinu bDT pro tuto logiku. Pro jejı́ formulaci
zavedeme nový pojem: konjugát.

DEFINICE 2.3.1 (Levý, pravý a iterovaný konjugát). Pro formuli α definujeme jejı́ levý a pravý
konjugát vůči α jako λα(?) = α→ ? & α a ρα(?) = α α & ?.

Iterovaný konjugát je pak formule ve tvaru γ(?) = γα1(γα2(. . . (γαn−1(γαn(?)∧1)∧1) . . . )∧1,
kde každé γαi je bud’ λαi , nebo ραi .

14

VĚTA 2.3.2. FL je téměř (MP)-založená s množinou základnı́ch deduktivnı́ch termů:

bDTFL = {λα(?), ρα(?), ? ∧ 1 | α ∈ FmL}.

Důkaz. Všimněme si, že je tato množina uzavřena na všechny substituce splňujı́cı́ σ(?) = ?.
Tedy abychom dokázali, že bDTFL je množina základnı́ch deduktivnı́ch pravidel logiky FL,
stačı́ ukázat, že platı́ následujı́cı́:

` (ϕ→ ψ) ∧ 1→ (ϕ ∧ 1→ ψ ∧ 1),

` ρα(ϕ→ ψ)→ (ρα(ϕ)→ ρα(ψ)),

` λα(ϕ→ ψ)→ (λα(ϕ)→ λα(ψ)).

Prvnı́ tvrzenı́ je již dokázané jako (PSL24). Důkaz dalšı́ch dvou tvrzenı́ je velmi založen na
asociativitě; budeme využı́vat jejı́ různé varianty zavedené ve větě 2.1.7. Nejprve ukážeme, že
platı́ tato užitečná formule: (ϕ→ ψ)→ (α&ϕ→ α&ψ). Z (PSL7) ve tvaru (ψ→ (α→ α&ψ))
a dı́ky prefixaci dostaneme (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ (α→ α& ψ)), zbytek plyne z asociativity užitı́m
tranzitivity. Důkaz druhého tvrzenı́:

(a) (ϕ ψ)→ ((α ϕ) (α ψ)) zrcadlový obraz asociativity

(b) (ψ (ϕ α))→ (ψ & ϕ α) zrcadlový obraz asociativity

(c) (ϕ→ ψ)→ (α & ϕ→ α & ψ) dokázáno výše

(d) α & ϕ→ ((ϕ→ ψ) α & ψ) (c) a (E )

(e) (α α & ϕ)→ [α ((ϕ→ ψ) α & ψ)] (d) a zrcadlový obraz (PSL6)

(f) (α α & ϕ)→ [α & (ϕ→ ψ) α & ψ] (e) a zrcadlový obraz (b)

(g) (α α & ϕ)→ [(α α & (ϕ→ ψ)) (α α & ψ)] (f) a instance (a)

(h) (α α & (ϕ→ ψ))→ [(α α & ϕ)→ (α α & ψ)] (g) a (E )

14V literatuře o substrukturálnı́ch logikách pojmy λε a ρε označujı́ o něco komplikovanějšı́ termy, konkrétně:
λε = (ε → ? & ε) ∧ 1 a ρε = (ε  ε & ?) ∧ 1. V teorii reziduovaných svazů se těmto termům řı́ká levý a pravý
konjugát a využı́vajı́ se k zı́skánı́ bijekce mezi svazem kongruencı́ a svazem konvexnı́ch normálnı́ch podalgeber;
viz napřı́klad [27, Theorem 3.47].
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(R) ` ϕ→ ϕ (As) ϕ ` (ϕ→ ψ)→ ψ

(MP) ϕ, ϕ→ ψ ` ψ (As``) ` ϕ→ ((ϕ ψ)→ ψ)

(Sf) ϕ→ ψ ` (ψ→ χ)→ (ϕ→ χ) (Symm1) ϕ ψ ` ϕ→ ψ

(Pf) ψ→ χ ` (ϕ→ ψ)→ (ϕ→ χ) (E 1) ϕ→ (ψ→ χ) ` ψ→ (ϕ χ)

(Res1) ψ→ (ϕ→ χ) ` ϕ & ψ→ χ (R′) ` 1→ (ϕ→ ϕ)

(Adj&) ` ϕ→ (ψ→ ψ & ϕ) (Push) ` ϕ→ (1→ ϕ)

(Bot) ` ⊥ → ϕ (1) ` 1

(∧1) ` ϕ ∧ ψ→ ϕ (∨1) ` ϕ→ ϕ ∨ ψ

(∧2) ` ϕ ∧ ψ→ ψ (∨2) ` ψ→ ϕ ∨ ψ

(∧3) ` (χ→ ϕ) ∧ (χ→ ψ)→ (χ→ ϕ ∧ ψ) (∨3) ` (ϕ→ χ) ∧ (ψ→ χ)→ (ϕ ∨ ψ→ χ)

(Adj) ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ (∨3 ) ` (ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ (ϕ ∨ ψ χ)

Tabulka 2.6: Původnı́ axiomatický systém pro SL

Důkaz zbývajı́cı́ho tvrzenı́:

(a′) (ϕ ψ)→ (ϕ & α ψ & α) zrcadlový obraz (c)

(b′) ϕ→ ((ϕ→ ψ) ψ) (PSL1)

(c′) ϕ→ ((ϕ→ ψ) & α ψ & α) (a′) a instance (b′)

(d′) (ϕ→ ψ) & α→ (ϕ→ ψ & α) (c′) a (E )

(e′) (α→ (ϕ→ ψ) & α)→ [α→ (ϕ→ ψ & α)] (d′) a (PSL6)

(f′) (α→ (ϕ→ ψ) & α)→ (ϕ & α→ ψ & α) (e′) a asociativita

(g′) (α→ (ϕ→ ψ) & α)→ [(α→ ϕ & α)→ (α→ ψ & α)] (f′) a asociativita �

Dále se budeme zabývat logikou SL, v nı́ž je situace značně komplikovanějšı́. V tabulce 2.6
opět uvádı́me axiomatický systém logiky SL z tabulky 2.4, tentokrát ovšem v našem jazyceLSL
(navı́c zde pro snadnějšı́ odkazovánı́ uvádı́me názvy konsekucı́).

VĚTA 2.3.3. Axiomatický systém z tabulky 2.7 je prezentace logiky SL.

Důkaz. Uvažovaný axiomatický systém označme jako AS. Abychom dokázali jeden směr,
stačı́ pouze ukázat, že v SL lze odvodit nová pravidlaAS (většina axiomůAS je totiž dokázána
v části 2.1 a zbytek je velmi snadné dokázat). Naopak ukážeme, že AS dokazuje všechny
axiomy a pravidla SL. Během důkazu dokážeme některá pomocná pravidla/axiomy, ta z nich,
která ještě nemajı́ přiřazené jméno (symbol), také hned pro dalšı́ odkazovánı́ pojmenujeme.

SL dokazuje (α):

(a) ` χ→ (ψ→ ψ & χ) (Adj&)

(b) χ ` ψ→ ψ & χ (a) a (MP)

(c) χ ` ϕ & ψ→ ϕ & (ψ & χ) (PSL8) a (b)
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(Adj&) ϕ→ (ψ→ ψ & ϕ) (Bot) ⊥ → ϕ

(Adj& ) ϕ→ (ψ ϕ & ψ) (&∧) (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1)→ ϕ ∧ ψ

(∧1) ϕ ∧ ψ→ ϕ (∨1) ϕ→ ϕ ∨ ψ

(∧2) ϕ ∧ ψ→ ψ (∨2) ψ→ ϕ ∨ ψ

(∧3) (χ→ ϕ) ∧ (χ→ ψ)→ (χ→ ϕ ∧ ψ) (∨3) (ϕ→ χ) ∧ (ψ→ χ)→ (ϕ ∨ ψ→ χ)

(Res′) ψ & (ϕ & (ϕ→ (ψ→ χ)))→ χ (Push) ϕ→ (1→ ϕ)

(Res′ ) (ϕ & (ϕ→ (ψ χ))) & ψ→ χ (Pop) (1→ ϕ)→ ϕ

(T′) (ϕ→ (ϕ & (ϕ→ ψ)) & (ψ→ χ))→ (ϕ→ χ)

(T′ ) (ϕ ((ϕ ψ) & ϕ) & (ψ→ χ))→ (ϕ χ)

(MP) ϕ, ϕ→ ψ ` ψ (Adju) ϕ ` ϕ ∧ 1

(α) ϕ ` δ & ε→ δ & (ε & ϕ) (β) ϕ ` δ→ (ε→ (ε & δ) & ϕ)

(α′) ϕ ` δ & ε→ (δ & ϕ) & ε (β′) ϕ ` δ→ (ε (δ & ε) & ϕ)

Tabulka 2.7: Nový axiomatický systém pro SL

SL dokazuje (α′):

(a) ` χ→ (ϕ→ ϕ & χ) (Adj&)

(b) χ ` ϕ→ ϕ & χ (a) a (MP)

(c) χ ` ϕ & ψ→ (ϕ & χ) & ψ (PSL9) a (b)

SL dokazuje (β):

(a) ` χ→ (ϕ & ψ→ (ϕ & ψ) & χ) (Adj&)

(b) χ ` ϕ & ψ→ (ϕ & ψ) & χ (a) a (MP)

(c) χ ` ψ→ (ϕ→ (ϕ & ψ) & χ) (b) a (Res)

SL dokazuje (β′):

(a) χ ` ϕ→ (ψ→ (ψ & ϕ) & χ) (β)

(b) χ ` ψ→ (ϕ (ψ & ϕ) & χ) (a) a (E 1)

AS dokazuje χ→ ϕ, ϕ→ ψ ` χ→ ψ (T):

(a) ` (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ))→ (χ→ ψ) (T′)

(b) ϕ→ ψ ` (χ→ ϕ)→ (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ)) (β)

(c) χ→ ϕ, ϕ→ ψ ` (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ)) (b) a (MP)

(d) χ→ ϕ, ϕ→ ψ ` χ→ ψ (a), (c) a (MP)

AS dokazuje ϕ→ ψ ` (χ→ ϕ)→ (χ→ ψ) (Pf):

(a) ` (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ))→ (χ→ ψ) (T′)

(b) ϕ→ ψ ` (χ→ ϕ)→ (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ)) (β)

(c) ϕ→ ψ ` (χ→ ϕ)→ (χ→ ψ) (a), (b) a (T)
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AS dokazuje ϕ→ ψ ` (χ ϕ)→ (χ ψ) (Pf ):

(a) ` (χ ((χ ϕ) & χ) & (ϕ→ ψ))→ (χ ψ) (T′ )

(b) ϕ→ ψ ` (χ ϕ)→ (χ ((χ ϕ) & χ) & (ϕ→ ψ)) (β′)

(c) ϕ→ ψ ` (χ ϕ)→ (χ ψ) (a), (b) a (T)

AS dokazuje ϕ→ (ψ→ χ) ` ψ & ϕ→ χ (Res1):

(a) ` ψ & (ϕ & (ϕ→ (ψ→ χ)))→ χ (Res′)

(b) ϕ→ (ψ→ χ) ` ψ & ϕ→ ψ & (ϕ & (ϕ→ (ψ→ χ))) (α)

(c) ϕ→ (ψ→ χ) ` ψ & ϕ→ χ (a), (b) a (T)

AS dokazuje ϕ→ (ψ χ) ` ϕ & ψ→ χ (Res 1):

(a) ` (ϕ & (ϕ→ (ψ χ))) & ψ→ χ (Res′ )

(b) ϕ→ (ψ χ) ` ϕ & ψ→ (ϕ & (ϕ→ (ψ χ))) & ψ (α′)

(c) ϕ→ (ψ χ) ` ϕ & ψ→ χ (a), (b) a (T)

AS dokazuje ψ & ϕ→ χ ` ϕ→ (ψ→ χ) (Res2):

(a) ψ & ϕ→ χ ` (ψ→ ψ & ϕ)→ (ψ→ χ) (Pf)

(b) ψ & ϕ→ χ ` (ϕ→ (ψ→ ψ & ϕ))→ (ϕ→ (ψ→ χ)) (a) a (Pf)

(c) ` ϕ→ (ψ→ ψ & ϕ) (Adj&)

(d) ψ & ϕ→ χ ` ϕ→ (ψ→ χ) (b), (c) a (MP)

AS dokazuje ψ & ϕ→ χ ` ψ→ (ϕ χ) (Res 2):

(a) ψ & ϕ→ χ ` (ϕ ψ & ϕ)→ (ϕ χ) (Pf )

(b) ψ & ϕ→ χ ` (ψ→ (ϕ ψ & ϕ))→ (ψ→ (ϕ χ)) (a) a (Pf)

(c) ` ψ→ (ϕ ψ & ϕ) (Adj& )

(d) ψ & ϕ→ χ ` ψ→ (ϕ χ) (b), (c) a (MP)

AS dokazuje ψ→ (ϕ→ χ) ` ϕ→ (ψ χ) (E 1):

(a) ψ→ (ϕ→ χ) ` ϕ & ψ→ χ (Res1)

(b) ψ→ (ϕ→ χ) ` ϕ→ (ψ χ) (a) a (Res 2)

AS dokazuje ϕ→ (ψ χ) ` ψ→ (ϕ→ χ) (E 2):

(a) ϕ→ (ψ χ) ` ϕ & ψ→ χ (Res 1)

(b) ϕ→ (ψ χ) ` ψ→ (ϕ→ χ) (a) a (Res2)

AS dokazuje ϕ→ ϕ (R): (Push), (Pop) a (T).

AS dokazuje 1→ (ϕ→ ϕ) (R′):

(a) ϕ→ ϕ ` 1→ (ϕ→ ϕ) (Push) a (MP)

(b) ` 1→ (ϕ→ ϕ) (R) a (a)

AS dokazuje 1 (1):

(a) ` (1→ 1)→ 1 (Pop)

(b) ` 1 (R), (a) a (MP)
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AS dokazuje ϕ→ ((ϕ ψ)→ ψ) (As``):

(a) ` (ϕ ψ)→ (ϕ ψ) (R)

(b) ` ϕ→ ((ϕ ψ)→ ψ) (a) a (E 2)

AS dokazuje ϕ→ ψ ` (ψ→ χ)→ (ϕ→ χ) (Sf):

(a) ` (ψ→ χ)→ (ψ→ χ) (R)

(b) ` ψ→ ((ψ→ χ) χ) (a) a (E 1)

(c) ϕ→ ψ ` ϕ→ ((ψ→ χ) χ) (Pf), (b) a (MP)

(d) ϕ→ ψ ` (ψ→ χ)→ (ϕ→ χ) (c) a (E 2)

AS dokazuje ϕ ` (ϕ→ ψ)→ ψ (As):

(a) ϕ ` 1→ ϕ (Push) a (MP)

(b) ϕ ` (ϕ→ ψ)→ (1→ ψ) (a) a (Sf)

(c) ` (1→ ψ)→ ψ (Pop)

(d) ϕ ` (ϕ→ ψ)→ ψ (b), (c) a (T)

AS dokazuje ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ (Adj):

(a) ϕ ` ϕ ∧ 1 (Adju)

(b) ψ ` ψ ∧ 1 (Adju)

(c) ` ψ ∧ 1→ (ϕ ∧ 1→ (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1)) (Adj&)

(d) ϕ, ψ ` (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1) (a), (b), (c) a (MP)

(e) ` (ϕ ∧ 1) & (ψ ∧ 1)→ ϕ ∧ ψ (&∧)

(f) ϕ, ψ ` ϕ ∧ ψ (d), (e) a (MP)

AS dokazuje ϕ ψ ` ϕ→ ψ (Symm1):

(a) ϕ ψ ` 1→ (ϕ ψ) (Push) a (MP)

(b) ϕ ψ ` ϕ→ (1→ ψ) (a) a (E 2)

(c) ` (1→ ψ)→ ψ (Pop)

(d) ϕ ψ ` ϕ→ ψ (b), (c) a (T)

AS dokazuje (ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ (ϕ ∨ ψ χ) (∨3 ):

(a) ` (ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ (ϕ χ) (∧1)

(b) ` ϕ→ ((ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ χ) (E 2)

(c) ` ψ→ ((ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ χ) analogicky

(d) ` ϕ ∨ ψ→ ((ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ χ) (Adj), (∨3), (MP)

(e) ` (ϕ χ) ∧ (ψ χ)→ (ϕ ∨ ψ χ) (E 1) �

Nynı́ zavedeme užitečné značenı́ pro termy vyskytujı́cı́ se na pravé straně pravidel (α), (α′),
(β) a (β′). Pro libovolné formule δ, ε, definujeme následujı́cı́ ?-formule:

αδ,ε = δ & ε→ δ & (ε & ?) βδ,ε = δ→ (ε→ (ε & δ) & ?)

α′δ,ε = δ & ε→ (δ & ?) & ε β′δ,ε = δ→ (ε (δ & ε) & ?)
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Poznamenejme, že termy ve druhé řádce zobecňujı́ výše zavedené pojmy levého a pravého
konjugátu, jak je patrné z následujı́cı́ho tvrzenı́ (jehož důkaz ponecháváme jako cvičenı́ pro
čtenáře), které ukazuje jak tyto termy, a tedy i axiomatické systémy, ve kterých se vyskytujı́,
mohou být zjednodušeny v silnějšı́ch substrukturálnı́ch logikách (např. dı́ky pravidlu záměny
lze vynechat termy s čárkou, dı́ky asociativitě můžeme nahradit pravidla α, α′, β, β′ pravidly
ϕ ` ρε(ϕ) a ϕ ` λε(ϕ)) z axiomatizace logiky FL (viz tabulka 2.3).

TVRZENÍ 2.3.4. Platı́:

1. `SL γ1,1(ϕ)↔ ϕ pro každou formuli γ ∈ {α, α′, β, β′},

2. `SLe αδ,ε(ϕ)↔ α′ε,δ(ϕ) a `SLe βδ,ε(ϕ)↔ β′δ,ε(ϕ),

3. `SLa ϕ→ γδ,ε(ϕ) pro každou formuli γ ∈ {α, β},

4. `SLa λε(ϕ)→ α′δ,ε(ϕ) a `SLa ρε(ϕ)→ β′δ,ε(ϕ),

5. `SLa λε(ϕ)↔ α′
1,ε

(ϕ) a `SLa ρε(ϕ)↔ β′
1,ε

(ϕ),

6. `SLae ϕ→ λε(ϕ) a `SLae ϕ→ ρε(ϕ).

Blı́žı́me se k hlavnı́mu výsledku této části, k důkazu věty, že logika SL je téměř (MP)-
založená. K důkazu se nám budou ještě hodit následujı́cı́ dvě syntaktická lemmata:

LEMMA 2.3.5. Následujı́cı́ je dokazatelné v SL:

(Aux1) ` αχ,ϕ(ϕ→ ψ)→ (χ & ϕ→ χ & ψ)

(Aux2) ` α′ϕ,χ(ϕ→ ψ)→ (ϕ & χ→ ψ & χ)

(Aux3) ` βχ→ϕ,χ(ϕ→ ψ)→ ((χ→ ϕ)→ (χ→ ψ))

(Aux4) ` β′χ ϕ,χ(ϕ→ ψ)→ ((χ ϕ)→ (χ ψ))

Důkaz. SL dokazuje (Aux1):

(a) ` ϕ & (ϕ→ ψ)→ ψ (PSL2)

(b) ` χ & (ϕ & (ϕ→ ψ))→ χ & ψ (a) a (PSL8)

(c) ` (χ & ϕ→ χ & (ϕ & (ϕ→ ψ)))→ (χ & ϕ→ χ & ψ) (b) a (Pf)

SL dokazuje (Aux2):

(a) ` ϕ & (ϕ→ ψ)→ ψ (PSL2)

(b) ` (ϕ & (ϕ→ ψ)) & χ→ ψ & χ (a) a (PSL9)

(c) ` (ϕ & χ→ (ϕ & (ϕ→ ψ)) & χ)→ (ϕ & χ→ ψ & χ) (b) a (Pf)

SL dokazuje (Aux3):

(a) ` χ & (χ→ ϕ)→ ϕ (PSL2)

(b) ` (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ)→ ϕ & (ϕ→ ψ) (a) a (PSL9)

(c) ` ϕ & (ϕ→ ψ)→ ψ (PSL2)

(d) ` (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ)→ ψ (b), (c) a (T)

(e) ` (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ))→ (χ→ ψ) (d) a (Pf)

(f) ` [(χ→ ϕ)→ (χ→ (χ & (χ→ ϕ)) & (ϕ→ ψ))]→ [(χ→ ϕ)→ (χ→ ψ)] (e) a (Pf)
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SL dokazuje (Aux4):

(a) ` (χ ϕ) & χ→ ϕ (As``) a (Res1)

(b) ` ((χ ϕ) & χ) & (ϕ→ ψ)→ ϕ & (ϕ→ ψ) (a) a (PSL9)

(c) ` ϕ & (ϕ→ ψ)→ ψ (PSL2)

(d) ` ((χ ϕ) & χ) & (ϕ→ ψ)→ ψ (b), (c) a (T)

(e) ` (χ ((χ ϕ) & χ) & (ϕ→ ψ))→ (χ ψ) (d) a (Pf) 
(f) ` [(χ ϕ)→ (χ ((χ ϕ) & χ) & (ϕ→ ψ))]→ [(χ ϕ)→ (χ ψ)] (e) a (Pf) �

LEMMA 2.3.6. Pro každou ?-formuli γ ∈ {αδ,ε, α′δ,ε, βδ,ε, β
′
δ,ε | δ, ε formule} a každou dvojici

formulı́ ϕ, ψ, máme: ϕ→ ψ `SL γ(ϕ)→ γ(ψ).

Důkaz. Všechny přı́pady je snadné dokázat, důkazy jsou navı́c velmi podobné. Ukažme si
napřı́klad důkaz tvrzenı́ pro αδ,ε:

(a) ϕ→ ψ ` δ & (ε & ϕ)→ δ & (ε & ψ) (PSL8) dvakrát

(b) ϕ→ ψ ` (δ & ε→ δ & (ε & ϕ))→ (δ & ε→ δ & (ε & ψ)) (a) a (Pf) �

VĚTA 2.3.7. SL je téměř (MP)-založená vzhledem k množině

bDTSL = {αδ,ε, α
′
δ,ε, βδ,ε, β

′
δ,ε, ? ∧ 1 | δ, ε formule}.

Důkaz. Podle věty 2.3.3 vı́me, že existuje prezentace SL s jediným binárnı́m pravidlem (MP)
a unárnı́mi pravidly ϕ ` γ(ϕ) pro každou γ ∈ bDTSL. Zbývá ověřit poslednı́ podmı́nku z defi-
nice téměř (MP)-založených logik. Konkrétně ukážeme, že pro každou γ ∈ bDTSL a libovolné
formule ϕ, ψ existuje γ′ ∈ bDT∗SL splňujı́cı́:

` γ′(ϕ→ ψ)→ (γ(ϕ)→ γ(ψ)).

Pokud je γ rovna ? ∧ 1, stačı́ zvolit γ′ = γ s odvolánı́m na (PSL24). Dále ukážeme tvrzenı́ pro
α′δ,ε, ostatnı́ přı́pady se dokazujı́ analogicky:

(a) αδ,ϕ(ϕ→ ψ)→ [δ & ϕ→ δ & ψ] (Aux1)

(b) α′δ&ϕ,ε(δ & ϕ→ δ & ψ)→ [(δ & ϕ) & ε→ (δ & ψ) & ε] (Aux2)

(c) βδ&ε→(δ&ϕ)&ε,δ&ε((δ & ϕ) & ε→ (δ & ψ) & ε)→ [α′δ,ε(ϕ)→ α′δ,ε(ψ)] (Aux3)

(d) α′δ&ϕ,ε(αδ,ϕ(ϕ→ ψ))→ α′δ&ϕ,ε(δ & ϕ→ δ & ψ) (a) a lemma 2.3.6

(e) α′δ&ϕ,ε(αδ,ϕ(ϕ→ ψ))→ [(δ & ϕ) & ε→ (δ & ψ) & ε] (b), (d) a (T)

(f) βδ&ε→(δ&ϕ)&ε,δ&ε(α′δ&ϕ,ε(αδ,ϕ(ϕ→ ψ)))→ [α′δ,ε(ϕ)→ α′δ,ε(ψ)] (e), (c) a lemma 2.3.6 �

Všechna axiomatická rozšı́řenı́ logiky SL jsou tudı́ž téměř (MP)-založená vzhledem
k množině základnı́ch deduktivnı́ch termů bDTSL. Pro určité logiky můžeme samozřejmě zı́skat
jednoduššı́ množiny základnı́ch deduktivnı́ch termů: v přı́padě SLe použijeme druhý bod tvr-
zenı́ 2.3.4; v přı́padě logik s pravidlem oslabenı́ využijeme faktu, že pravidlo (Adju) je redun-
dantnı́, a faktu, že term?∧1 nenı́ potřebný v klı́čovém kroku věty 2.3.7; v přı́padě asociativnı́ch
logik je možnost zjednodušenı́ patrná z věty 2.3.2. Tyto výsledky shrnuje tabulka 2.8.
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Logika L bDTL

SL {αδ,ε, α
′
δ,ε, βδ,ε, β

′
δ,ε, ? ∧ 1 | δ, ε formule}

SLw {αδ,ε, α
′
δ,ε, βδ,ε, β

′
δ,ε | δ, ε formule}

SLe {αδ,ε, βδ,ε, ? ∧ 1 | δ, ε formule}

SLew {αδ,ε, βδ,ε | δ, ε formule}

FL {λε, ρε, ? ∧ 1 | ε formule}

FLe {? ∧ 1}

FLew {?}

Tabulka 2.8: Množiny bDT význačných substrukturálnı́ch logik

Tento výsledek bychom mohli dostat i jako důsledek věty 2.3.7: Z důkazu této věty a z bodu
5 tvrzenı́ 2.3.4 vı́me, že pro každou γ ∈ bDTSLa(= bDTFL) a každé dvě formule ϕ, ψ existuje
γ′ ∈ bDT∗SL taková, že:

`SL γ
′(ϕ→ ψ)→ (γ(ϕ)→ γ(ψ)).

Důkaz zakončı́me ukázánı́m, že pro každou γ′ ∈ bDT∗SL existuje γ0 ∈ bDT∗SLa
taková, že pro

každou formuli χ platı́:
`SLa γ0(χ)→ γ′(χ).

Nultý krok (pro?) indukce platı́ triviálně a indukčnı́ krok je snadným důsledkem lemmatu 2.3.6
a bodů 3 a 4 z tvrzenı́ 2.3.4.

Na závěr této kapitoly připomeňme, že ve všech téměř (MP)-založených logikách platı́
téměř implikačnı́ věta o dedukci (důsledek 2.2.6) a vlastnost důkazu po přı́padech (věta 2.2.12),
tedy pro každou logiku z tabulky 2.8 vı́me, že:

Γ, ϕ `L ψ právě tehdy, když Γ `L γ(ϕ)→ ψ pro nějakou γ ∈ Π(bDT∗L).

Také následujı́cı́ metapravidlo je v těchto logikách platné (očividně ve všech těchto přı́padech
můžeme vynechat term ? ∧ 1):

Γ, ϕ `L χ Γ, ψ `L χ

Γ ∪ {α(ϕ) ∨ β(ψ) | α, β ∈ bDT∗L} `L χ
.



Kapitola 3

Disjunktivnı́ logiky

V předchozı́ kapitole jsme viděli, že substrukturálnı́ logiky mohou mı́t vlastnost důkazu po
přı́padech, ovšem pouze za cenu užitı́ komplexnějšı́ho pojmu disjunkce. Konkrétně pro lo-
giky FL a SL jsme využili vcelku komplikované nekonečné množiny formulı́ majı́cı́ch dvě
proměnné a parametry. Vlastnost důkazu po přı́padech je ekvivalentnı́ řadě jiných zajı́mavých
logických a algebraických vlastnostı́ a přı́tomnost (zobecněné) disjunkce majı́cı́ tuto vlastnost
v dané logice má řadu zajı́mavých důsledků, které jsou zajı́mavé samy o sobě a také budou hrát
důležitou roli v dalšı́ kapitole, kde budeme studovat vzájemné vztahy mezi disjunkcemi a im-
plikacemi. Celá tato kapitola je proto zasvěcena abstraktnı́mu studiu zobecněných disjunkcı́.

V prvnı́ sekci budeme zkoumat disjunkce v takové obecnosti, abychom zachytili i nejkom-
plikovanějšı́ možné podoby, které jsme viděli v minulé kapitole. Kombinacı́ různě silných fo-
rem vlastnosti důkazu po přı́padech a speciálnı́ch podob množin formulı́ definujı́cı́ch disjunkce
vystává bohatá hierarchie disjunkcı́ a disjunkcionálnı́ch logik, které osvětlı́me (a oddělı́me)
mnohými přı́klady. Ve druhé sekci ukážeme některé (syntaktické a sémantické) charakterizace
vlastnostı́ důkazu po přı́padech použitı́m pojmů substituce, (nekonečné) distributivity a prvo-
filtru. Nakonec ve třetı́ sekci ukážeme několik dalšı́ch výsledků pro logiky majı́cı́ vhodnou
disjunkci.

Mnoho výsledků dokázaných v této kapitole platı́ zcela obecně, pro naše účely a zároveň
pro jednoduchost se ale budeme většinou omezovat na slabě implikativnı́ logiky, což nám také
umožnı́ dosáhnout silnějšı́ch, i když méně obecných výsledků.

3.1 Hierarchie disjunkcı́

Začneme zavedenı́m dvou užitečných konvencı́, které zjednodušı́ značenı́ a formulace násled-
ných definic a tvrzenı́.

KONVENCE 3.1.1 (Značenı́ pro zobecněnou disjunkci). Necht’∇(p, q,~r) je množina formulı́ se
dvěma proměnnými p, q a s (potencionálně prázdnou, konečnou, nebo i nekonečnou) sekvencı́
dalšı́ch proměnných ~r zvaných parametry. Definujeme:

ϕ∇ψ = {δ(ϕ, ψ, α1, . . . , αn) | δ(p, q, r1, . . . , rn) ∈ ∇ a α1, . . . , αn ∈ FmL}.
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Pokud množina ∇(p, q,~r) neobsahuje parametry, pı́šeme ∇(p, q), pokud je to navı́c singleton,
tak pı́šeme ϕ ∨ ψ mı́sto ϕ∇ψ. Pro množiny formulı́ Φ,Ψ ⊆ FmL Φ∇Ψ značı́ množinu

⋃
{ϕ∇ψ |

ϕ ∈ Φ, ψ ∈ Ψ}.

KONVENCE 3.1.2 (Protodisjunkce a p-protodisjunkce). Parametrizovanou množinu formulı́
∇(p, q,~r) budeme nazývat p-protodisjunkcı́ v logice L, pokud platı́:

(PD) ϕ `L ϕ∇ψ a ψ `L ϕ∇ψ.

Pokud ∇ nemá žádné parametry, pak nepı́šeme předponu ” p-“.

Tato konvence sama o sobě nedefinuje žádný zajı́mavý pojem, nebot’ každý teorém (nebo
množina teorémů) dané logiky by ve skutečnosti byl jejı́ protodisjunkcı́; zavádı́me tento po-
jem pouze jako užitečný prostředek ke zkrácenı́ formulacı́ nadcházejı́cı́ch definic a tvrzenı́.
Podstatnějšı́ vlastnostı́ disjunkce klasické logiky je vlastnost důkazu po přı́padech (viz tvr-
zenı́ 1.3.13). Tato vlastnost byla v literatuře uvažovaná v následujı́cı́ch dvou podobách:1

DEFINICE 3.1.3. Řı́káme, že p-protodisjunkce ∇ má vlastnost důkazu po přı́padech v L, pokud
pro každou množinu formulı́ Γ a f ormule ϕ, ψ, χ platı́:

PCP Pokud Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ, pak Γ, ϕ ∇ ψ `L χ.

Řı́káme, že ∇ má slabou vlastnost důkazu po přı́padech v L, pokud pro všechny formule ϕ, ψ, χ
platı́:

wPCP Pokud ϕ `L χ a ψ `L χ, pak ϕ ∇ ψ `L χ.

Poznamenejme, že (slabá) vlastnost důkazu po přı́padech je vlastnost dvojice: logiky L
a p-protodisjunkce ∇. Pro zjednodušenı́ budeme dále řı́kat pouze ”∇ má PCP“2, pokud je L
pevně zvolena nebo je zřejmé, o jaké logice je řeč. Obdobnou konvenci budeme využı́vat pro
všechny nadcházejı́cı́ vlastnosti definované pro p-protodisjunkce v patřičných logikách.

Následujı́cı́ zřejmé lemma ukazuje, že všechny p-protodisjunkce splňujı́cı́ wPCP jsou vzá-
jemně odvoditelné:

LEMMA 3.1.4. Předpokládejme, že ∇ má wPCP a ∇′ je libovolná p-protodisjunkce. Pak ∇′

má wPCP právě tehdy, když ϕ ∇ ψ a`L ϕ ∇′ ψ.

Ze slabé vlastnosti důkazu po přı́padech vyplývajı́ ostatnı́ vlastnosti, které by měla dis-
junkce mı́t: komutativita, idempotence, asociativita (tyto vlastnosti jsou také běžně splněny
konjunkcı́, zatı́mco (PD), PCP a wPCP jsou vlastnosti typické pouze pro disjunkci). Tato po-
zorovánı́ jsou shrnuta v následujı́cı́m lemmatu, jehož důkaz je zřejmý.

LEMMA 3.1.5. Jestliže ∇ má wPCP, pak platı́ následujı́cı́:

(C∇) ϕ ∇ ψ `L ψ ∇ ϕ

(I∇) ϕ ∇ ϕ `L ϕ

(A∇) ϕ ∇ (ψ ∇ χ) a`L (ϕ ∇ ψ) ∇ χ
1Samozřejmě bychom mohli tyto vlastnosti definovat jako ekvivalenci: Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ právě tehdy,

když Γ, ϕ ∇ ψ `L χ. Tato definice je napřı́klad uvažována v [23] pod jménem (slabá) vlastnost disjunkce. Avšak
implikace zprava doleva může být snadno nahrazena pomocı́ (PD) (jeden směr je zřejmý; pro druhý si uvědomme,
že z ϕ ∇ ψ `L ϕ ∇ ψ můžeme zı́skat ϕ `L ϕ ∇ ψ a ψ `L ϕ ∇ ψ). Proto dáváme přednost našı́ definici, která odděluje
zajı́mavý směr této ekvivalence od toho triviálnı́ho, o kterém můžeme vždy předpokládat, že platı́.

2Z angl. (weak) proof by cases property. (Pozn. překladatele.)



3.1. HIERARCHIE DISJUNKCÍ 59

Uvědomme si, co vlastnosti (C∇), (I∇), (A∇) vlastně řı́kajı́ ohledně maticových modelů:
tyto vlastnosti zaručujı́cı́ komutativitu, idempotenci a asociativitu, co se týče náleženı́ do filtrů
v maticových modelech, ale nezaručujı́, že tyto vlastnosti platı́ pro disjunkci dvou libovolných
prvků v dané matici. Řečı́ symbolů: pokud A = 〈A, F〉 ∈ MOD(L), pak (C∇) znamená, že pro
každé a, b ∈ A pokud a ∇A b ⊆ F, pak také b ∇A a ⊆ F; ale nutně neznamená (jak ukazuje
následujı́cı́ přı́klad), že a ∇A b = b ∇A a, obdobně pro ostatnı́ vlastnosti.

PŘÍKLAD 3.1.6. ” Nekomutativnı́“ protodisjunkce s PCP. Uvažme Gödel-Dummettovu lo-
giku G zı́skanou přidánı́m axiomu (ϕ → ψ) ∨ (ψ → ϕ) k intuicionistické logice IL. Je dobře
známo (viz [20]), že tato logika je úplná vůči matici 〈[0, 1]G, {1}〉, kde [0, 1]G je Heytingova
algebra zavedená v přı́kladu 1.1.26. Dále uvažme jejı́ rozšı́řenı́ G4 v jazyce s přidanou unárnı́
spojkou 4, která je definovaná jako logika daná maticı́ 〈[0, 1]G4 , {1}〉, kde [0, 1]G4 je algebra
[0, 1]G obohacená o unárnı́ funkci, jejı́ž chovánı́ je dáno následovně: 4(1) = 1 a 4(a) = 0 pro
každé a < 1. Zřejmě {p∨ q} definuje protodisjunkci s PCP, kde vlastnosti (C∇), (I∇), (A∇) platı́
dokonce po bodech. My však můžeme také uvažovat jinou protodisjunkci s PCP definovanou
pomocı́ {4p ∨ q} (všimněme si, že platı́: 4p ∨ q a`G4 p ∨ q). Tato protodisjunkce poskytuje
protipřı́klad na platnost komutativity po bodech: 4(0.5) ∨ 0.3 = 0.3 , 0.5 = 4(0.3) ∨ 0.5.

Můžeme také ukázat, že obrácený směr v lemmatu 3.1.5 neplatı́ a že wPCP a PCP jsou
vskutku odlišné vlastnosti:

PŘÍKLAD 3.1.7. Finitárnı́ logika s protodisjunkcı́ splňujı́cı́ (C∇), (I∇), (A∇) a zároveň nemajı́cı́
wPCP. Je zřejmé, že svazová spojka ∨ splňuje v logice FLe všechny tři podmı́nky.

Předpokládejme dále, že ∨má wPCP. Z ϕ ` ϕ∧1 snadno dostaneme ϕ ` (ϕ∧1)∨ψ. Stejně
tak bychom pro ψ ` (ϕ∧1)∨ψ užitı́m wPCP spojky ∨ bychom mohli zı́skat ϕ∨ψ ` (ϕ∧1)∨ψ.
Uvažme FLe-model s nosičem {⊥, a, b, 1,>} a filtrem {1,>}; svazové spojky jsou definované
tak, že prvky tvořı́ nedistributivnı́ svaz M3 známý jako diamant; reziduovaná konjunkce je
definována jako x & 1 = 1 & x = x a x & y = x ∧ y pro x, y , 1 a implikace jako x → y =

max{z | z& x ≤ y}. Snadným pozorovánı́m zı́skáme spor: a∨b = >, ale (a∧1)∨b = ⊥∨b = b.

PŘÍKLAD 3.1.8. Finitárnı́ logika majı́cı́ pouze wPCP, nikoli PCP. Uvažme opět nedistributivnı́
svaz diamant M3 = {⊥, a, b, t,>} (kde⊥ je minimum a>maximum), nynı́ vezměme logiku da-
nou všemi maticemi s touto algebrou a libovolným svazovým filtrem (jelikož takových matic je
konečně mnoho, je tato logika finitárnı́ dle tvrzenı́ 1.1.23). Pozorujme, že pro každou množinu
formulı́ Γ ∪ {ϕ} platı́: Γ ` ϕ právě tehdy, když

∧
e[Γ] ≤ e(ϕ) pro každé M3-ohodnocenı́ e.

Z toho snadno plyne, že ∨ je protodisjunkce s wPCP. Nynı́ pro spor předpokládejme, že má
také PCP. Pak z ϕ, ψ ` (ϕ ∧ ψ) ∨ χ a χ, ψ ` (ϕ ∧ ψ) ∨ χ dostaneme ϕ ∨ χ, ψ ` (ϕ ∧ ψ) ∨ χ,
a tedy také (opět aplikacı́ PCP) ϕ∨ χ, ψ∨ χ ` (ϕ∧ψ)∨ χ, což je v podstatě distributivita, a tak
zı́skáme spor pozorovánı́m, že a ∨ b = t ∨ b = >, zatı́mco (a ∧ t) ∨ b = ⊥ ∨ b = b.

Mohli bychom také ukázat nezávislost vlastnostı́ protodisjunkce (C∇), (I∇), (A∇) užitı́m
umělých, finitárnı́ch protipřı́kladů. To však ponecháme čtenáři za cvičenı́ a pouze zmı́nı́me
přirozený způsob, jak zı́skat přı́klady: každá extenze logiky FLe, která splňuje takzvaný zákon
dvojı́ negace ¬¬ϕ→ ϕ a nesplňuje pravidlo kontrakce ϕ→ (ϕ→ ψ) ` ϕ→ ψ (jako napřı́klad
nekonečněhodnotová Łukasiewiczova logika definovaná v přı́kladě 1.3.11), má definovatelnou
spojku ⊕: ϕ ⊕ ψ = ¬(¬ϕ & ¬ψ) (viz poznámka 5), která splňuje (PD), (C∇), (A∇), ale ne-
splňuje (I∇).

Nynı́ zadefinujeme dalšı́ přirozenou variantu vlastnosti důkazu po přı́padech, která ”ležı́
mezi“ PCP a wPCP:
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DEFINICE 3.1.9. Řı́káme, že p-protodisjunkce ∇ má finitárnı́ vlastnost důkazu po přı́padech
v logice L, když pro každou konečnou množinu formulı́ Γ a libovolné formule ϕ, ψ, χ máme:

fPCP Pokud Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ, pak Γ, ϕ ∇ ψ `L χ.

Snadno lze nahlédnout, že pro každou finitárnı́ logiku jsou vlastnosti PCP a fPCP ekviva-
lentnı́. Dalšı́ přirozený způsob, jak zı́skat vlastnosti obdobné PCP, spočı́vá v nahrazenı́ ϕ a ψ
množinami formulı́. Pokud povolı́me pouze konečné množiny, pak docı́lı́me pouze reformulace
PCP a fPCP:

LEMMA 3.1.10. P-protodisjunkce ∇ má (f)PCP právě tehdy, když následujı́cı́ metapravidlo
platı́ pro všechny (konečné) množiny formulı́ Γ∪ {χ} a všechny konečné množiny formulı́ Φ,Ψ:

Γ,Φ `L χ Γ,Ψ `L χ

Γ,Φ∇ Ψ `L χ

Důkaz. Ukážeme důkaz pro přı́pad PCP (důkaz pro fPCP je analogický). Jedna implikace platı́
triviálně; druhou implikaci dokážeme indukcı́. Dvojici Γ,Φ `L χ a Γ,Ψ `L χ budeme nazývat
situacı́; složitost situace definujeme jako pár 〈n,m〉, kde n a m jsou kardinality množin Φ \ Ψ

a Ψ\Φ. Použitı́m indukce přes k = n+m ukážeme, že v každé situaci dostaneme: Γ,Φ∇Ψ `L χ.
Jako prvnı́ uvažme přı́pad situace, kde k ≤ 2. Pokud n = 0, tj. Φ ⊆ Ψ, dostaneme Φ∇ Φ ⊆

Φ∇ Ψ, a protože dı́ky (I∇) máme Γ,Φ∇ Φ `L Γ ∪ Φ, jsme hotovi. Důkaz pro m = 0 je stejný.
Pokud n = m = 1, použijeme PCP. Indukčnı́ krok: uvažme situaci se složitostı́ 〈n,m〉, kde
n+m > 2. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že n ≥ 2, vezměme formuli ϕ ∈ Φ\Ψ

a definujme Φ′1 = Φ \ {ϕ}. Vı́me, že Γ,Φ′1, ϕ `L χ a Γ,Ψ `L χ. Tedy také vı́me, že Γ,Φ′1, ϕ `L χ

a Γ,Φ′1,Ψ `L χ; všimněme si, že složitost této situace je 〈1,m〉, a jelikož 1+m < n+m, můžeme
použı́t indukčnı́ předpoklad a zı́skat Γ,Φ′1, ϕ ∇ Ψ `L χ.

Tı́m dostaneme situaci Γ, ϕ∇Ψ,Φ′1 `L χ a Γ, ϕ∇Ψ,Ψ `L χ (druhá část je triviálnı́); složitost
této situace je 〈n′,m′〉, kde n′ ≤ n−1 a m′ ≤ m, a tedy opět můžeme použı́t indukčnı́ předpoklad
a obdržet požadované tvrzenı́ Γ, ϕ ∇ Ψ,Φ′1∇ Ψ `L χ. �

Všimněme si, že pokud logika L je finitárnı́, pak předchozı́ lemma platı́ i bez požadavku,
aby množiny Φ a Ψ byly konečné. Na druhou stranu pro infinitárnı́ logiky dává smysl uvažovat
tuto vlastnost jako dalšı́ (”nejsilnějšı́“) variantu vlastnosti důkazu po přı́padech:

DEFINICE 3.1.11. Řı́káme, že p-protodisjunkce ∇ má silnou vlastnost důkazu po přı́padech
v logice L, pokud pro všechny množiny formulı́ Γ,Φ,Ψ a pro každou formuli χ máme:

sPCP Když Γ,Φ `L χ a Γ,Ψ `L χ, pak Γ,Φ∇ Ψ `L χ.

Je zřejmé, že sPCP implikuje PCP a pro finitárnı́ logiky tyto vlastnosti splývajı́ (viz ko-
mentář před definicı́). Na druhou stranu můžeme ukázat, že ačkoli existujı́ přirozené infinitárnı́
logiky, které majı́ sPCP (viz přı́klad 3.2.20), přesto tato vlastnost v obecném přı́padě nenı́
důsledkem vlastnosti PCP, jak ukážeme na následujı́cı́m přı́kladu:

PŘÍKLAD 3.1.12. Infinitárnı́ slabě implikativnı́ logika s protodisjunkcı́ splňujı́cı́ PCP a zároveň
nesplňujı́cı́ sPCP. Necht’ A je úplná Heytingova algebra, která nenı́ duálnı́m rámcem, tzn. exis-
tujı́ prvky xi ∈ A pro i ≥ 0 takové, že∧

i≥1

(x0 ∨ xi) � x0 ∨
∧
i≥1

xi.
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Rozšı́řı́me jazyk algebry A o konstanty {ci | i ≥ 0}∪{c} a definujeme algebru A′ v tomto jazyce
zvolenı́m: cA′

i = xi a c =
∧

i≥1 xi. Pak sémanticky definujeme logiku L v tomto jazyce užitı́m
následujı́cı́ třı́dy matic {〈A′, F〉 | F je hlavnı́ svazový filtr na A}. Lze snadno nahlédnout, že
Γ `L ϕ právě tehdy, když pro každé A′-ohodnocenı́ e platı́:

∧
ψ∈Γ e(ψ) ≤ e(ϕ) (jeden směr:

jelikož hlavnı́ svazový filtr generovaný
∧
ψ∈Γ e(ψ) zřejmě obsahuje e[Γ], obsahuje také e(ϕ);

opačný směr: stačı́ si všimnout, že každý hlavnı́ svazový filtr obsahujı́cı́ e[Γ] musı́ také obsa-
hovat

∧
ψ∈Γ e(ψ), a tedy také e(ϕ)).

Dále ukážeme, že ∨ má PCP: předpokládejme, že pro každé ohodnocenı́ e platı́

(
∧
δ∈Γ

e(δ)) ∧ e(ϕ) ≤ e(χ) a (
∧
δ∈Γ

e(δ)) ∧ e(ψ) ≤ e(χ),

tedy [(
∧
δ∈Γ e(δ)) ∧ e(ϕ)] ∨ [(

∧
δ∈Γ e(δ)) ∧ e(ψ)] ≤ e(χ), zbytek plyne z distributivity algebry

A. Nakonec pro spor předpokládejme, že ∨ má také sPCP. Jelikož očividně: c0 `L c0 ∨ c
a {ci | i ≥ 1} `L c0 ∨ c, tak užitı́m sPCP dostaneme {c0 ∨ ci | i ≥ 1} `L c0 ∨ c, což je spor
s
∧

i≥1(x0 ∨ xi) � x0 ∨
∧

i≥1 xi.

Silnou a finitárnı́ vlastnost důkazu po přı́padech lze zavést jako formálnı́ zobecněnı́ wPCP:

TVRZENÍ 3.1.13. P-protodisjunkce ∇ má sPCP (resp. fPCP) právě tehdy, když následujı́cı́
metapravidlo platı́ pro každou množinu (resp. každou konečnou množinu) formulı́ Φ∪Ψ∪ {χ}:

Φ `L χ Ψ `L χ

Φ ∇ Ψ `L χ
.

Důkaz. Směr zleva doprava je snadný (triviálnı́ v přı́padě sPCP a lze ho snadno dokázat pomocı́
lemmatu 3.1.10 také pro fPCP). Druhý směr je přı́mým důsledkem (PD). �

Shrnutı́: Kombinovánı́m omezenı́ kardinality kontextových množin a kardinality disjunktů
máme nejvýše čtyři následujı́cı́ vlastnosti důkazu po přı́padech (v pořadı́ od nejslabšı́): wPCP,
fPCP, PCP a sPCP. S výjimkou dvojice fPCP a PCP vı́me, že se jedná o různé vlastnosti
(přı́klad 3.1.8 ve skutečnosti poskytuje finitárnı́ logiku oddělujı́cı́ wPCP od fPCP). Navı́c vı́me,
že poslednı́ tři jsou ekvivalentnı́ pro finitárnı́ logiky. V dalšı́ch sekcı́ch této kapitoly se budeme
zabývat charakterizacı́ těchto čtyř vlastnostı́ v obecném kontextu, dále budeme hledat dalšı́
podmı́nky, při jejichž splněnı́ (některé) tyto vlastnosti splývajı́.

Připomeňme si poznámku 1, v nı́ž jsme představili, že každá p-protodisjunkce splňuje
i ”obrácený“ směr implikace v definici vlastnosti důkazu po přı́padech, toto pozorovánı́ nám
umožnı́ formulovat různé verze vlastnosti důkazu po přı́padech v kompaktnějšı́ podobě jakožto
takzvané podmı́nky Tarského stylu. Konkrétně pro každou p-protodisjunkci ∇ platı́:

wPCP ⇔ ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ) = ThL(ϕ ∇ ψ) pro všechny ϕ, ψ.

fPCP ⇔ ThL(Φ) ∩ ThL(Ψ) = ThL(Φ ∇ Ψ) pro všechny konečné Φ,Ψ

⇔ ThL(Γ,Φ) ∩ ThL(Γ,Ψ) = ThL(Γ,Φ∇ Ψ) pro všechny konečné Γ,Φ,Ψ

⇔ ThL(Γ, ϕ) ∩ ThL(Γ, ψ) = ThL(Γ, ϕ ∇ ψ) pro každou konečnou Γ ∪ {ϕ, ψ}.

PCP ⇔ ThL(Γ,Φ) ∩ ThL(Γ,Ψ) = ThL(Γ,Φ∇ Ψ) pro každou Γ a konečné Φ,Ψ

⇔ ThL(Γ, ϕ) ∩ ThL(Γ, ψ) = ThL(Γ, ϕ ∇ ψ) pro každou Γ ∪ {ϕ, ψ}.

sPCP ⇔ ThL(Φ) ∩ ThL(Ψ) = ThL(Φ ∇ Ψ) pro všechny Φ,Ψ

⇔ ThL(Γ,Φ) ∩ ThL(Γ,Ψ) = ThL(Γ,Φ∇ Ψ) pro všechny Γ,Φ,Ψ.
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Řekneme, že logika L má přenesenou (slabou/silnou) vlastnost důkazu po přı́padech, pokud
výše zmı́něné definice platı́ nejen pro algebru formulı́ a uzávěrový operátor ThL, ale i pro
libovolnou algebru A a přı́slušný uzávěrový operátor FiA

L .
Jak jsme již argumentovali výše, vlastnost důkazu po přı́padech je odůvodněně nejcharak-

terističtějšı́ vlastnostı́, kterou by disjunkce měla mı́t. Proto můžeme využı́t (různých variant)
této vlastnosti k formálnı́ definici různých pojmů disjunkce. Jelikož máme celkem čtyři vari-
anty, mohli bychom zadefinovat čtyři odpovı́dajı́cı́ pojmy disjunkce. Vynecháme pouze defi-
nici disjunkce odpovı́dajı́cı́ fPCP, protože tato vlastnost bude v následujı́cı́m textu hrát pouze
skromnou úlohu. Z lemmatu 3.1.4 vı́me, že všechny množiny ∇ splňujı́cı́ wPCP jsou vzájemně
odvoditelné, a tak dı́ky faktu, že analogické tvrzenı́ platı́ i pro PCP nebo sPCP, dává smysl
definovat třı́dy logik podle přı́tomnosti p-protodisjunkce splňujı́cı́ odpovı́dajı́cı́ variantu vlast-
nosti důkazu po přı́padech. Tyto třı́dy budeme dále dělit podle struktury množin ∇, tj. odlišı́me
tradičnı́ disjunkci definovanou pomocı́ jedné binárnı́ spojky (primitivnı́ nebo definované), dis-
junkci definovanou z (potencionálně nekonečné) množiny ∇ bez parametrů a nakonec v nej-
obecnějšı́m přı́padě disjunkci, kde ∇ může být nekonečná a obsahovat parametry.

DEFINICE 3.1.14 (p-disjunkce, disjunkce). Řı́káme, že p-protodisjunkce ∇ je silná p-disjunkce
(resp. p-disjunkce, resp. slabá p-disjunkce), pokud splňuje sPCP (resp. PCP, resp. wPCP).
Pokud ∇ neobsahuje žádné parametry, pak vynecháme prefix ” p-“.

DEFINICE 3.1.15 (p-disjunkcionálnı́ logika, disjunkcionálnı́ logika, disjunktivnı́ logika).
Logiku L nazýváme silně (p-)disjunkcionálnı́, pokud má silnou (p-)disjunkci. Analogicky defi-
nujeme disjunkcionálnı́ a slabě disjunkcionálnı́ logiky. Pokud je odpovı́dajı́cı́ silná p-disjunkce
konečná, pak logiku nazýváme konečně silně p-disjunkcionálnı́ (obdobně také pro ostatnı́ přı́-
pady). Nakonec je-li silná disjunkce dána pouze jednou formulı́ bez parametrů, pak mluvı́me
o silně disjunktivnı́ logice (obdobně pro ostatnı́ přı́pady).

VĚTA 3.1.16. Všechny třı́dy logik definované v předchozı́ definici jsou vzájemně odlišné.
Relace subsumce těchto třı́d je popsána následujı́cı́m schématem:

Navı́c průnik libovolných dvou třı́d je jejich infimum vzhledem k této relaci.
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Vlastnost průniku je důsledkem lemmatu 3.1.4, ze kterého plyne, že v (silně) p-disjunkcio-
nálnı́ logice je každá slabá p-disjunkce dokonce (silnou) p-disjunkcı́. Vzájemnou odlišnost
daných třı́d ukážeme na sérii následujı́cı́ch přı́kladů. Tyto přı́klady také ukážou, že v rámci
finitárnı́ch logik (kde jsou vlastnosti PCP a sPCP ekvivalentnı́) existuje přesně šest vzájemně
rozdı́lných třı́d.

PŘÍKLAD 3.1.17. Finitárnı́ slabě disjunktivnı́ logika, která nenı́ p-disjunkcionálnı́. Logika
uvedená v přı́kladu 3.1.8 založená na svazu M3 má spojku ∨ splňujı́cı́ wPCP a zároveň ne-
splňujı́cı́ PCP. Tato logika je tedy podle definice slabě disjunktivnı́. Kdyby ovšem měla nějakou
p-disjunkci ∇, pak by podle lemmatu 3.1.4 byly ∇ a ∨ navzájem odvoditelné, tedy ∨ by také
splňovala PCP, což vı́me, že nenı́ pravda.

PŘÍKLAD 3.1.18. Infinitárnı́ disjunktivnı́ slabě implikativnı́ logika, která nenı́ silně p-disjunk-
cionálnı́. Logika z přı́kladu 3.1.12 postavená na úplné Heytingově algebře, která nenı́ duálnı́m
rámcem, má spojku ∨ splňujı́cı́ PCP a zároveň nesplňujı́cı́ sPCP. Jedná se tedy o disjunktivnı́
logiku a úvahou podobnou jako v minulém přı́kladě dojdeme k závěru, že tato logika nenı́ silně
p-disjunkcionálnı́.

PŘÍKLAD 3.1.19. Finitárnı́ (silně) disjunkcionálnı́ logika, která nenı́ slabě disjunktivnı́.
Uvažujme axiomatickou extenzi logiky BCKW (tj. implikačnı́ho fragmentu intuicionistické
logiky IL, viz přı́klad 1.1.16) o axiom ((ϕ → ψ) → χ) → (((ψ → ϕ) → χ) → χ) a výslednou
logiku označme G→, dá se totiž dokázat, že se jedná o implikačnı́ fragment Gödel-Dummettovy
logiky, viz přı́klad 3.1.6. Jako prvnı́ ukážeme, že množina

ϕ ∇ ψ = {(ϕ→ ψ)→ ψ, (ψ→ ϕ)→ ϕ}

je disjunkce. Protože IL je axiomatická extenze FLew, tak očividně platı́: ϕ `G→ (ϕ → ψ) → ψ

a také ψ `G→ (ϕ → ψ) → ψ, a tedy ∇ je protodisjunkce. Pro důkaz, že ∇ splňuje PCP,
předpokládejme, že Γ, ϕ `G→ χ a Γ, ψ `G→ χ. Jelikož dı́ky (MP) vı́me, že Γ, ϕ→ ψ, ϕ∇ψ `G→ ψ,
tak také Γ, ϕ → ψ, ϕ ∇ ψ `G→ χ. Dále z věty o dedukci (je zřejmé, že G→ je (MP)-založená
extenze BCKW, a tedy lze užı́t větu 2.2.11) dostaneme Γ, ϕ ∇ ψ `G→ (ϕ → ψ) → χ. Obdobně
také dokážeme: Γ, ϕ ∇ ψ `G→ (ψ → ϕ) → χ, a tedy, užitı́m přidaného axiomu, dostaneme
Γ, ϕ ∇ ψ `G→ χ.

Nynı́ předpokládejme, že existuje formule ϕ(p, q) bez parametrů majı́cı́ wPCP. Vı́me,
že logika G je úplná vůči matici 〈[0, 1]G, {1}〉, kde [0, 1]G je Heytingova algebra zavedená
v přı́kladu 1.1.26, a jelikož G→ je jejı́ implikačnı́ fragment, tak G→ je úplná vzhledem k matici
〈A, {1}〉, kde A je implikačnı́ redukt algebry [0, 1]G, tj. algebra, jejı́ž univerzum je jednotkový
interval reálných čı́sel [0, 1] a jejı́ž jediná operace→ je interpretována následovně:

a→A b =

{
1 pokud a ≤ b,
b jinak.

Podle lemmatu 3.1.4 jsou formule ϕ(p, q) a množina p∇q vzájemně odvoditelné v G→, a tudı́ž
i v G. Vı́me, že p ∨ q ↔ ((p → q) → q) ∧ ((q → p) → p) platı́ v Gödel-Dummettově
logice, a tedy užitı́m věty o dedukci vı́me, že ϕ(p, q) ↔ p ∨ q, tj. pro každé a, b ∈ [0, 1)
máme ϕA(a, b) = max{a, b}. Využijeme argumentaci nekonečným sestupem, abychom ukázali,
že to nenı́ možné. Jelikož→ je jediná spojka v jazyce, musı́ platit: ϕ(p, q) = α(p, q)→ β(p, q).
Uvažme libovolné a, b ∈ [0, 1). V přı́padě, že a ≤ b, platı́ ϕA(a, b) = αA(a, b)→A βA(a, b) = b,
což znamená βA(a, b) = b. Obdobně, pokud a > b, platı́: βA(a, b) = a. Tedy β(p, q) by byla



64 KAPITOLA 3. DISJUNKTIVNÍ LOGIKY

striktně kratšı́ formule splňujı́cı́ tu samou podmı́nku. Pokračovánı́m v této úvaze bychom došli
závěru, že pro každé a, b ∈ [0, 1) platı́ bud’ a →A b = max{a, b}, anebo b →A a = max{a, b};
spor.3

Na závěr ukážeme přı́klad, který potvrdı́ potřebu parametrů v nejobecnějšı́ definici p-dis-
junkce, tj. potvrdı́me nutnost námi zvoleného stupně obecnosti.

PŘÍKLAD 3.1.20. Finitárnı́ (silně) p-disjunkcionálnı́ logika, která nenı́ slabě disjunkcionálnı́.
Uvažme opět logiku BCKW. Nejprve ukážeme, že formule

∇(p, q, r) = (p→ r)→ ((q→ r)→ r)

je p-disjunkce. Předpokládejme, že Γ, ϕ ` χ a Γ, ψ ` χ, z věty o dedukci (viz věta 2.2.11) pak
platı́: Γ ` ϕ→ χ a Γ ` ψ→ χ. Protože (ϕ→ χ)→ ((ψ→ χ)→ χ) ∈ ϕ∇ψ, snadno dostaneme:
Γ, ϕ ∇ ψ ` χ.

Dále, abychom zı́skali spor, předpokládejme, že existuje nějaká množina ∇′, která je dis-
junkce v BCKW. Tedy (podle věty 3.3.1) je to také disjunkce v plné intuicionistické logice
IL. Protože (jak plyne z věty 2.2.12) také svazová spojka ∨ je disjunkce v IL, tedy dle lem-
matu 3.1.4 platı́: p ∇ q a`IL p ∨ q. Využitı́m finitarity, přı́tomnosti svazové konjunkce ∧
v jazyce IL a věty o dedukci dostaneme formuli ∨′ se dvěma proměnnými p, q sestavenou
pouze z implikace a svazové konjunkce takovou, že `IL p ∨′ q ↔ p ∨ q, což ale nenı́ možné
(viz např. [37]).

Dalšı́ přı́klady finitárnı́ch logik (tentokrát přirozených) s parametrizovanou nekonečnou
disjunkcı́ jsou logiky SL a FL (viz věta 2.2.12), ačkoli v těchto přı́padech se nám nepodařilo
dokázat, že se nejedná o logiku slabě disjunkcionálnı́.

Na závěr této sekce se omezı́me na slabě implikativnı́ logiky a definujeme poslednı́ třı́du
logik vymezenou vlastnostı́ disjunkce.

DEFINICE 3.1.21 (Svazovědisjunktivnı́ logika). Necht’ L je slabě implikativnı́ disjunktivnı́ lo-
gika L s principálnı́ implikacı́→ a (slabou/silnou) disjunkcı́ ∨. Řekneme, že L je (slabě/silně)
svazovědisjunktivnı́ pokud:

(∨1) `L ϕ→ ϕ ∨ ψ,
(∨2) `L ψ→ ϕ ∨ ψ,
(∨3) ϕ→ χ, ψ→ χ `L ϕ ∨ ψ→ χ.

Tento název je zvolen z následujı́cı́ho důvodu: pro každou takovou logiku L a redukovanou
matici A ∈MOD∗(L) je 〈A,∨A〉 spojovým polosvazem s polosvazovým uspořádánı́m ≤A.

Poznamenejme, že pokud logika L splňuje podmı́nky (∨1)–(∨3) pro dvě různé (primitivnı́
nebo odvozené) spojky ∨ a ∨′, pak můžeme přı́močaře dokázat silnějšı́ verzi lemmatu 3.1.4:
`L ϕ ∨ ψ↔ ϕ ∨′ ψ. Přı́kladem 3.1.7 jsme tedy ukázali, že FLe nenı́ slabě svazovědisjunktivnı́.

LEMMA 3.1.22. Každá (MP)-založená Rasiowa-implikativnı́ logika s & a 1 v jazyce (např.
každé axiomatické rozšı́řenı́ FLew) je svazovědisjunktivnı́ logika.

Důkaz. Fakt, že v těchto logikách splňuje svazová spojka ∨ vlastnost PCP, plyne z věty 2.2.12.
�

3Pro pohodlı́ čtenáře jsme uvedli tento elementárnı́ důkaz, že G→ nenı́ slabě disjunkcionálnı́. Mohli bychom
také ale argumentovat podobně jako v následujı́cı́m přı́kladě.
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3.2 Charakterizace vlastnostı́ důkazu po přı́padech

Pro tuto sekci si zafixujme logiku L v jazyce L a p-protodisjunkci ∇ v L. Začneme charakteri-
zacı́ slabě (p)-disjunkcionálnı́ch logik, zde nám jako prostředek posloužı́ pojem substituce.

VĚTA 3.2.1 (Charakterizace slabě (p)-disjunkcionálnı́ch logik). Následujı́cı́ je ekvivalentnı́:

1. L je slabě (p)-disjunkcionálnı́,

2. pro každou (surjektivnı́) substituci σ a každou dvojici formulı́ ϕ, ψ platı́:

ThL(σϕ) ∩ ThL(σψ) = ThL(σ[ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)]),

3. pro každou (surjektivnı́) substituci σ a každou dvojici různých proměnných p, q platı́:

ThL(σp) ∩ ThL(σq) = ThL(σ[ThL(p) ∩ ThL(q)]).

Důkaz. Nejprve si všimněme, že když je ∇ bez parametrů nebo je substituce σ surjektivnı́, tak
platı́ σϕ ∇ σψ = σ[ϕ ∇ ψ]: v prvnı́m přı́padě je tvrzenı́ triviálnı́, ve druhém přı́padě můžeme
argumentovat tı́mto řetězcem rovnostı́: σϕ∇σψ = {δ(σϕ,σψ,−→α ) | δ(p, q,~r) ∈ ∇ a −→α ∈ FmL} =

{δ(σϕ,σψ,
−→
σβ) | δ(p, q,~r) ∈ ∇ a

−→
β ∈ FmL} = σ[ϕ ∇ ψ].

Nynı́ ukážeme, že z 1 plyne 2: pro libovolnou slabou (p)-disjunkci ∇můžeme psát následu-
jı́cı́ řetězec rovnostı́ a inkluzı́ (prvnı́ a poslednı́ rovnost platı́ dı́ky wPCP): ThL(σϕ)∩ThL(σψ) =

ThL(σϕ ∇ σψ) = ThL(σ[ϕ ∇ ψ]) ⊆ ThL(σ[ThL(ϕ ∇ ψ)]) = ThL(σ[ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)]). Opačná
inkluze platı́ v každé logice: vždy totiž platı́ σ[ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)] ⊆ σ[ThL(ϕ)] ⊆ ThL(σϕ), a
tak ThL(σ[ThL(ϕ)∩ThL(ψ)]) ⊆ ThL(σϕ). Jelikož analogicky platı́ ThL(σ[ThL(ϕ)∩ThL(ψ)]) ⊆
ThL(σψ), dostaneme ThL(σ[ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)]) ⊆ ThL(σϕ) ∩ ThL(σψ).

Triviálně 2 implikuje 3; nynı́ ukážeme, že 3 implikuje 1. Prvně předpokládejme, že 3 platı́
pro všechny surjektivnı́ substituce. Definujeme ∇(p, q,−→α ) = ThL(p) ∩ ThL(q). Očividně platı́,
že ∇ je p-protodisjunkce; dále ukážeme, že ∇ také splňuje wPCP. Uvažme libovolnou surjek-
tivnı́ substituci takovou, že: σp = ϕ a σq = ψ. Můžeme tedy napsat tento řetězec rovnostı́:
ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ) = ThL(σp) ∩ ThL(σq) = ThL(σ[ThL(p) ∩ ThL(q)]) = ThL(σ[p ∇ q]) =

ThL(ϕ ∇ ψ).
Na závěr předpokládejme, že 3 platı́ pro všechny substituce. Vezměme substituci σ tako-

vou, že σp = p a σr = q pro každé r , p. Definujeme ∇(p, q) = σ[ThL(p) ∩ ThL(q)]. Pak ∇,
jak lze snadno ověřit, je protodisjunkce a obdobně jako v předchozı́m přı́padě lze ověřit, že má
také wPCP. �

Poznamenejme, že z důkazu minulé věty lze vyvodit, že pokud L je slabě p-disjunkcionálnı́
logika, pak ThL(p) ∩ ThL(q) je jedna z jejı́ch p-disjunkcı́. Jedná se ve skutečnosti o největšı́
slabou p-disjunkci (zapsanou proměnnými p a q) ve smyslu inkluze.

Dále definujeme pro každou konsekuci jejı́ takzvanou ∇-formu. Tento pojem použijeme
nejen k důkazu následujı́cı́ charakterizačnı́ věty 3.2.4, ale bude hrát důležitou roli v důkazech
a formulacı́ch následujı́cı́ch vět nejen v této, ale i v přı́štı́ kapitole.

DEFINICE 3.2.2 (∇-forma). Necht’ R = Γ B ϕ je L-konsekuce. Pak jako R∇ značı́me množinu
konsekucı́ {Γ ∇ χ B δ | χ ∈ FmL a δ ∈ ϕ ∇ χ}.
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LEMMA 3.2.3. Necht’ R je konsekuce taková, že R∇ ⊆ L.

1. Pokud ∇ splňuje (I∇), pak R ∈ L.

2. Pokud ∇ splňuje (A∇), pak (R∇)∇ ⊆ L.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́: z předpokladu vı́me Γ∇ϕ `L ϕ∇ϕ, zbytek plyne z (PD) a (I∇). Abychom
dokázali druhé tvrzenı́, začneme s Γ∇(ψ1∇ψ2) `L ϕ∇(ψ1∇ψ2); důkaz zakončı́me opakovaným
užitı́m (A∇). �

Prvnı́ část tohoto lemmatu nám řı́ká, že bychom v následujı́cı́ větě mı́sto ”R∇ ⊆ L pro
každou R ∈ L“ mohli psát ”R∇ ⊆ L právě tehdy, když R ∈ L“. Druhá část bude užitečná
později.

VĚTA 3.2.4 (Syntaktická charakterizace). P-protodisjunkce ∇ má vlastnost

1. sPCP právě tehdy, když ∇ splňuje (C∇), (I∇), a navı́c R∇ ⊆ L pro každou konsekuci R ∈ L,

2. fPCP právě tehdy, když ∇ splňuje (C∇), (I∇), a navı́c R∇ ⊆ L pro každou finitárnı́ kon-
sekuci R ∈ L,

3. wPCP právě tehdy, když ∇ splňuje (C∇), (I∇), a navı́c (ϕ B ψ)∇ ⊆ L, kdykoli ϕ `L ψ.

Důkaz. Jako prvnı́ ukážeme současně všechny implikace zleva doprava. Z Γ `L ϕ dostaneme
Γ `L ϕ∇χ užitı́m (PD). Užitı́m (PD) také dostaneme χ `L ϕ∇χ. A tedy z sPCP (pro libovolnou
množinu Γ), fPCP (pro konečnou Γ) a z wPCP (pro Γ = {ψ}) dostaneme Γ ∇ χ `L ϕ ∇ χ.

Druhý směr ukážeme pro sPCP, ostatnı́ přı́pady jsou obdobné. Z předpokladu Γ,Φ `L χ

zı́skáme Γ ∇ ψ,Φ ∇ ψ `L χ ∇ ψ pro každou formuli ψ ∈ Ψ, z čehož dı́ky (C∇), (PD) a faktu
Φ∇ψ ⊆ Φ∇Ψ dostaneme Γ,Φ∇Ψ `L Ψ∇χ. Z předpokladu Γ,Ψ `L χ dostaneme Γ∇χ,Ψ∇χ `L
χ ∇ χ, z čehož dı́ky (I∇) a (PD) dostaneme Γ,Ψ ∇ χ `L χ. Zbytek důkazu je zřejmý. �

V přı́kladu 3.1.7 jsme viděli spojku ∨, která splňuje (PD), (C∇), (I∇) a (A∇), ale nenı́ dis-
junkcı́. Podmı́nka R∇ ⊆ L pro každou R ∈ L je tedy nutná (abychom ukázali, že ∨ nenı́ slabá
disjunkce, dokázali jsme vlastně, že ∨-forma pravidla (adju) neplatı́ v FLe).

Následujı́cı́ tvrzenı́ ukazuje, že abychom dokázali, že ∇ má sPCP, stačı́ ověřit, že logika L
je uzavřena na ∇-formy prvků jejı́ libovolné prezentace.

TVRZENÍ 3.2.5. Necht’AS je prezentace logiky L. Pak ∇má sPCP právě tehdy, když ∇ splňuje
(C∇), (I∇) a R∇ ⊆ L pro každou R ∈ AS.

Důkaz. Předpokládejme, že Γ `L ϕ, ukážeme: Γ ∇ χ `L δ ∇ χ pro každou formuli χ a každou
formuli δ, která se objevı́ v důkazu ϕ z Γ. Pokud δ ∈ Γ nebo je δ axiom, je důkaz triviálnı́.
Nynı́ předpokládejme, že R = Γ′ B δ je odvozovacı́ pravidlo, které použijeme k odvozenı́ δ
(to lze předpokládat, protože axiomatické systémy jsou uzavřeny na substituce). Z indukčnı́ho
předpokladu máme: Γ ∇ χ `L Γ′ ∇ χ. Zbytek plyne, protože R∇ ∈ L. �

Dále využijeme této našı́ syntaktické charakterizace sPCP k důkazu zásadnı́ věty o přenosu
této vlastnosti.

VĚTA 3.2.6 (Přenos sPCP). Pokud má p-protodisjunkce ∇ vlastnost sPCP, pak pro každou
L-algebru A a všechny X,Y ⊆ A platı́:

Fi(X) ∩ Fi(Y) = Fi(X ∇A Y).
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Důkaz. Inkluze Fi(X∇A Y) ⊆ Fi(X)∩Fi(Y) je snadným důsledkem (PD). Vezmeme-li libovolné
δ(p, q,~r) ∈ ∇, pak vı́me p `L δ(p, q,~r), a tedy také δA(x, y, ~a) ∈ Fi(x) pro všechna x, y, ~a ∈ A,
takže X ∇A Y ⊆ Fi(X), zbytek je snadný. Důkaz druhé inkluze začneme tı́m, že ukážeme, že
pro každé x ∈ Fi(X) a každé y ∈ A máme: x ∇A y ⊆ Fi(X ∇A y). Dı́ky tvrzenı́ 1.1.29 vı́me, že
pokud x ∈ Fi(X), pak existuje důkaz x z X v nějaké prezentaciAS logiky L. Ukážeme, že pro
každý uzel tohoto důkazu platı́ z∇A y ⊆ Fi(X ∇A y), kde z je prvek označujı́cı́ daný uzel, tj. pro
každou χ(p, q,~r) ∈ ∇ a každou posloupnost ~u prvků z A platı́ χA(z, y, ~u) ∈ Fi(X ∇A y).

Přı́pad listů je triviálnı́ (z je bud’ prvek X, anebo hodnotou nějakého axiomu v nějakém
ohodnocenı́). Jinak existuje neprázdná množina Z prvků označujı́cı́ch předcházejı́cı́ uzly, kon-
sekuce Γ B ϕ ∈ AS a ohodnocenı́ h takové, že h[Γ] = Z a h(ϕ) = z. Bez újmy na obecnosti
můžeme předpokládat, že proměnné q, r1, . . . , rn se v Γ∪{ϕ} nevyskytujı́ 4, a tedy můžeme zvo-
lit h(q) = y a h(ri) = ui pro každé i ∈ {1, . . . , n}. Tedy h[Γ∇ q] ⊆ Z ∇A y ⊆ Fi(X ∇A y) (poslednı́
inkluze platı́ dı́ky indukčnı́mu předpokladu). Z charakterizace sPCP ve větě 3.2.4 dostaneme,
že Γ ∇ q `L χ(ϕ, q, r1, . . . , rn), a tedy χA(z, y, u1, . . . , un) = h(χ(ϕ, q, r1, . . . , rn)) ∈ Fi(X ∇A y).

Nynı́ konečně můžeme ukázat, že Fi(X) ∩ Fi(Y) ⊆ Fi(X ∇A Y). Pokud z ∈ Fi(X), pak
dı́ky právě ukázanému faktu pro každé y ∈ Y platı́: z ∇A y ⊆ Fi(X ∇A y), a tak (dı́ky (C∇))
y ∇A z ⊆ Fi(X ∇A y). To lze zkráceně napsat jako: Y ∇A z ⊆ Fi(X ∇A Y). Obdobně dostaneme
z ∇A z ⊆ Fi(Y ∇A z) z z ∈ Fi(Y). Tedy z ∈ Fi(Y ∇A z) (dı́ky (I∇)), a tak z ∈ Fi(X ∇A Y). �

Dřı́ve, než budeme moci dokázat větu o sémantické charakterizaci, musı́me zavést několik
dalšı́ch pojmů. Připomeňme, že množinu FiL(A) můžeme uvažovat jako nosič úplného svazu,
kde infimum je průnik a supremum je nejmenšı́ filtr obsahujı́cı́ sjednocenı́.

DEFINICE 3.2.7. Řı́káme, že logika L je filtrovědistributivnı́, pokud pro každou L-algebru A
je svaz FiL(A) distributivnı́. Dále řı́káme, že logika L je filtrověrámcová, pokud pro každou
L-algebru je svaz FiL(A) rámec, tj. pro každé F ∪ {G} ⊆ FiL(A) platı́:

G ∩
∨
F∈F

F =
∨
F∈F

(G ∩ F).

Prefix ” filtrově“ vynecháváme, pokud danou vlastnost uvažujeme pro A = FmL.

LEMMA 3.2.8. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika taková, že pro každou teorii T a každou
dvojici formulı́ ϕ, ψ platı́ následujı́cı́:

(T ∨ ThL(ϕ)) ∩ (T ∨ ThL(ψ)) = T ∨ (ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)),

pak je L p-disjunkcionálnı́.

Důkaz. Použijeme větu 3.2.1, abychom ukázali, že L má slabou p-disjunkci ∇. Dále se pak
snadno ukáže, že z našeho předpokladu plyne, že ∇ má také PCP:

ThL(T, ϕ) ∩ ThL(T, ψ) = (ThL(T ) ∨ ThL(ϕ)) ∩ (ThL(T ) ∨ ThL(ψ)) =

= ThL(T ) ∨ (ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)) =

= ThL(T ) ∨ ThL(ϕ ∇ ψ) =

= ThL(T, ϕ ∇ ψ)

4Mohli bychom zadefinovat novou vhodnou Γ B ϕ se stejnou vlastnostı́ využitı́m argumentace ve stylu Hilber-
tova hotelu: Uvažme libovolnou enumeraci proměnných takovou, že p0 = q, pi = ri, substituci σ(pi) = pi+n+1

a ohodnocenı́ h′ takové, že h′(σp) = h(p). Pak σ[Γ] B σϕ ∈ AS, h′[σ[Γ]] = Z a h′(σϕ) = z. Všimněme si, že jsme
využili faktu, že axiomatické systémy jsou uzavřeny na substituci.
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Nynı́ tedy zbývá ukázat, že pro každou surjektivnı́ substituci σ a každou dvojici různých
proměnných p, q máme: ThL(σp) ∩ ThL(σq) = ThL(σ[ThL(p) ∩ ThL(q)]). Definujme teorii
Y = σ−1[ThL(∅)] a zobrazenı́ σ jako σ(T ) = σ[T ] pro každé T ∈ {G ∈ FiL(A) | Y ⊆ G}.
Připomeňme, že podsvaz FiL(A) s tı́mto nosičem značı́me [Y,FmL].

Tvrzenı́ 1: σ je izomorfismus mezi [Y,FmL] a Th(L). Je zřejmé, že σ je striktnı́ surjektivnı́
svazový homomorfismus 〈FmL,Y〉 na 〈FmL,ThL(∅)〉, a tudı́ž tvrzenı́ 1 plyne z tvrzenı́ 1.3.15.

Tvrzenı́ 2: ThL(σ[Σ]) = σ(Y ∨ThL(Σ)) pro každou množinu formulı́ Σ. Prvnı́ inkluze plyne
z σ[Σ] ⊆ σ(Y ∨ ThL(Σ)) a faktu, že σ(Y ∨ ThL(Σ)) ∈ Th(L) dı́ky tvrzenı́ 1. Druhá inkluze:
když χ ∈ σ(Y ∨ ThL(Σ)) = σ(ThL(Y ∪ Σ)), pak χ = σδ pro δ takové, že Y,Σ `L δ. Tedy
σ[Y], σ[Σ] `L σ(δ), a jelikož σ[Y] = ThL(∅), dostaneme σ[Σ] `L χ.

Nynı́ můžeme důkaz zakončit následujı́cı́ sériı́ rovnic (užijeme tvrzenı́ 2, tvrzenı́ 1, před-
poklad lemmatu a ještě jednou tvrzenı́ 2):

ThL(σp) ∩ ThL(σq) = σ(Y ∨ ThL(p)) ∩ σ(Y ∨ ThL(q)) =

= σ((Y ∨ ThL(p)) ∩ (Y ∨ ThL(q))) =

= σ(Y ∨ (ThL(p) ∩ ThL(q))) =

= ThL(σ[ThL(p) ∩ ThL(q)]). �

DŮSLEDEK 3.2.9. Každá slabě implikativnı́ distributivnı́ logika je p-disjunkcionálnı́.

Zajı́mavým faktem je, že nevı́me, platı́-li v obecném přı́padě i opačný směr tohoto důsledku
(tj. zda je každá p-disjunkcionálnı́ slabě implikativnı́ logika distributivnı́). Avšak jsme schopni
tuto ekvivalenci dokázat pro velmi širokou třı́du logik, konkrétně pro logiky majı́cı́ vlastnost
IPEP, která byla zavedena v definici 1.3.10 (připomeňme si, že tuto vlastnost má napřı́klad
každá finitárnı́ logika, viz důsledek 1.3.9). Tuto ekvivalenci obdržı́me jako důsledek silnějšı́ho
tvrzenı́ o ekvivalenci mezi silně p-disjunkcionálnı́mi a rámcovými logikami.

Než budeme ale moci přistoupit k důkazu výše zmı́něných tvrzenı́, musı́me zavést dva
nové technické pojmy, které jsou však samy o sobě zajı́mavé: jako prvnı́ zavedeme pojem
∇-prvofiltru (a ∇-prvoteorie) zobecněnı́m klasického pojmu prvofiltru z teorie Booleových
algeber, jako druhý zavedeme vlastnost PEP5, jež je obdobou vlastnosti IPEP, se kterou jsme
se setkali dřı́ve, jen mı́sto konečně ∩-ireducibilnı́ch teoriı́ budeme požadovat, aby bázi Th(L)
tvořily ∇-prvoteorie.

DEFINICE 3.2.10 (Prvofiltr). Necht’ L je logika v jazyce L, ∇ je p-protodisjunkce, A je
L-algebra a F ∈ FiL(A). Řı́káme, že F je∇-prvofiltr, pokud pro každé a, b ∈ A platı́: a∇Ab ⊆ F
právě tehdy, když a ∈ F nebo b ∈ F. V přı́padě, kdy A = FmL, mluvı́me o ∇-prvoteorii.

Všimněme si, že pokud ∇ = {p ∨ q}, pak předchozı́ definice splývá s běžnou definicı́
prvofiltru (připomeňme tvrzenı́ 1.3.14).

LEMMA 3.2.11. Necht’∇ je (p)-disjunkce a 〈A, F〉 ∈MOD(L) je matice, kde F je ∇-prvofiltr.
Pak h−1[F] je ∇-prvofiltr pro každý striktnı́ (surjektivnı́) homomorfismus h.

Důkaz. Uvažme striktnı́ (surjektivnı́) homomorfismus h : 〈B,G〉 → 〈A, F〉 a předpokládejme,
že G = h−1[F] nenı́ ∇-prvofiltr neboli že existujı́ a, b < h−1[F], pro které platı́ a∇B b ⊆ h−1[F].
Tedy h(a), h(b) < F a h[a ∇B b] ⊆ F. Využitı́m toho, že h je surjektivnı́ nebo toho, že ∇ nemá
parametry, dostaneme h(a) ∇A h(b) = h[a ∇B b], čı́mž je důkaz dokončen. �

5Z angl. ”prime extension property“. (Pozn. překladatele.)
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DEFINICE 3.2.12. Řı́káme, že logika L má vlastnost PEP vzhledem k ∇, pokud ∇-prvoteorie
tvořı́ bázi uzávěrového systému Th(L).

LEMMA 3.2.13. Každý ∇-prvofiltr je konečně ∩-ireducibilnı́. Pokud ∇má PCP (resp. přenese-
nou PCP), pak každá konečně ∩-ireducibilnı́ teorie (resp. každý konečně ∩-ireducibilnı́ filtr
v každé L-algebře) je ∇-prvoteorie (resp. ∇-prvofiltr).

Důkaz. Předpokládejme, že F nenı́ konečně ∩-ireducibilnı́; tj. F = F1 ∩F2 pro nějaké Fi ) F.
Vezměme libovolná ai ∈ Fi \ F. Tedy vı́me (dı́ky (PD)), že a1 ∇

A a2 ⊆ Fi, a tak a1 ∇
A a2 ⊆ F

neboli F nenı́ ∇-prvofiltr.
Druhé tvrzenı́ dokážeme pouze pro filtry (pro teorie je důkaz stejný). Uvažme F ∈ FiL(A)

a předpokládejme, že F nenı́ ∇-prvofiltr, tj. existujı́ x < F a y < F takové, že x ∇A y ⊆ F.
Z přenesené vlastnosti PCP vı́me, že F = Fi(F, x ∇A y) = Fi(F, x) ∩ Fi(F, y) neboli že F je
průnikem dvou ostře většı́ch filtrů. �

TVRZENÍ 3.2.14. Necht’ ∇ je p-protodisjunkce v L. Pokud L má IPEP, pak jsou následujı́cı́
podmı́nky ekvivalentnı́:

1. ∇ má PEP, tj. ∇-prvoteorie tvořı́ bázi uzávěrového systému Th(L).

2. ∇ má sPCP, tj. pokud Γ `L χ a ∆ `L χ, pak Γ ∇ ∆ `L χ.

3. ∇ má PCP, tj. pokud Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ `L χ, pak Γ, ϕ ∇ ψ `L χ.

4. Konečně ∩-ireducibilnı́ a ∇-prvoteorie se shodujı́.

5. V každé L-algebře se konečně ∩-ireducibilnı́ a ∇-prvofiltry shodujı́.

Navı́c pokud libovolná logika L′ má PEP, pak má i IPEP, a tedy splňuje podmı́nky 2–5.

Důkaz. Začneme důkazem, že 1 implikuje 2: Uvažme situaci, kdy Φ∇Ψ 0L χ, pak užitı́m PEP
dostaneme ∇-prvoteorii T ⊇ ThL(Φ∇Ψ) takovou, že T 0L χ. Pokud Φ ⊆ T , pak Φ 0L χ a jsme
hotovi. V opačném přı́padě tedy existuje ϕ ∈ Φ \ T . Jelikož T je ∇-prvoteorie a pro každou
formuli ψ ∈ Ψ máme ϕ ∇ ψ ⊆ T , dostaneme Ψ ⊆ T , a tudı́ž Ψ 0L χ.

Důkaz, že 2 implikuje 3, je triviálnı́. Lemmatem 3.2.13 jsme dokázali, že 3 implikuje 4,
a užitı́m vlastnosti IPEP lze snadno dokázat, že 4 implikuje 1.

Prvnı́ čtyři body jsou tedy ekvivalentnı́. Pro zapojenı́ poslednı́ho bodu si všimněme, že
implikace z 5 do 4 platı́ triviálně a implikace z 2 do 5 je snadným důsledkem věty 3.2.6 a lem-
matu 3.2.13.

K důkazu závěrečného tvrzenı́ stačı́ použı́t lemma 3.2.13. �

VĚTA 3.2.15 (Sémantická charakterizace). Pro každou slabě implikativnı́ logiku L je následu-
jı́cı́ ekvivalentnı́:

1. L je silně p-disjunkcionálnı́,

2. L je filtrověrámcová,

3. L je rámcová,

4. pro každou teorii T a každou množinu formulı́ Γ platı́:

T ∩
∨
ϕ∈Γ

ThL(ϕ) =
∨
ϕ∈Γ

(T ∩ ThL(ϕ)).
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Pokud L má IPEP, můžeme přidat:

5. L je p-disjunkcionálnı́,

6. L je filtrovědistributivnı́,

7. L je distributivnı́,

8. pro každou teorii T a každou dvojici formulı́ ϕ, ψ platı́:

(T ∨ ThL(ϕ)) ∩ (T ∨ ThL(ψ)) = T ∨ (ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)).

Důkaz. Začneme důkazem, že 1 implikuje 2: použijeme větu 3.2.6, abychom ospravedlnili dvě
z následujı́cı́ho řetězce rovnic (konkrétně druhou a předposlednı́, ostatnı́ jsou zřejmé):

F ∩
∨
G∈F

G = Fi(F) ∩ Fi(
⋃
G∈F

G) = Fi(F ∇
⋃
G∈F

G) = Fi(
⋃
G∈F

(F ∇G)) =

= Fi(
⋃
G∈F

Fi(F ∇G)) = Fi(
⋃
G∈F

(F ∩G)) =
∨
G∈F

(F ∩G).

Implikace z 2 do 3 a z 3 do 4 jsou triviálnı́.
Abychom dokázali, že z 4 plyne 1, povšimněme si nejprve, že z lemmatu 3.2.8 již vı́me, že

existuje p-disjunkce ∇. Můžeme napsat následujı́cı́ řetězec rovnic (prvnı́ platı́ triviálně, druhá
platı́ z předpokladu):

ThL(Φ) ∩ ThL(Ψ) = ThL(Φ) ∩ (
∨
ψ∈Ψ

ThL(ψ)) =
∨
ψ∈Ψ

(ThL(Φ) ∩ ThL(ψ)) =

pokračujeme zopakovánı́m prvnı́ho kroku, tentokrát pro Φ, a užitı́m faktu, že ∇ je p-disjunkce:

=
∨

ϕ∈Φ,ψ∈Ψ

(ThL(ϕ) ∩ ThL(ψ)) =
∨

ϕ∈Φ,ψ∈Ψ

ThL(ϕ ∇ ψ) =

zbytek důkazu je snadný:

= ThL(
⋃

ϕ∈Φ,ψ∈Ψ

ThL(ϕ ∇ ψ)) = ThL(
⋃

ϕ∈Φ,ψ∈Ψ

ϕ ∇ ψ) = ThL(Φ ∇ Ψ).

Tı́m jsme dokázali ekvivalenci prvnı́ch čtyř tvrzenı́. Druhá část je komplikovanějšı́, nebot’
větu o přenosu PCP jsme nedokázali (na rozdı́l od věty o přenosu sPCP). Všimněme si, že i
bez předpokladu na platnost IPEP lze dokázat platnost těchto směrů: z 2 do 6, z 6 do 7, z 7 do
8, z 8 do 5 (poslednı́ implikace plyne z lemmatu 3.2.8 a ostatnı́ jsou triviálnı́). Zbývajı́cı́ směr
(5 implikuje 1) plyne z tvrzenı́ 3.2.14. �

DŮSLEDEK 3.2.16 (Distributivita implikuje rámcovost). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika
majı́cı́ IPEP. Pokud L je distributivnı́, pak je rámcová.

DŮSLEDEK 3.2.17 (Přenos rámcovosti). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika. Pokud L je
rámcová, pak je filtrověrámcová.



3.3. DISJUNKCE A AXIOMATIZOVATELNOST 71

Na závěr této části se podı́váme na vztah mezi vlastnostı́ PEP (a tedy také (silné)
p-disjunkcionality) a úplnostı́ logiky L vzhledem ke třı́dě MODp

∇
(L) = {〈A, F〉 ∈ MOD∗(L) |

F je ∇-prvofiltr}, tedy ke třı́dě jejı́ch redukovaných modelů, jejichž filtry jsou ∇-prvofiltry.
Připomeňme si, že z věty 3.2.14 plyne, že v p-disjunkcionálnı́ch logikách jsou konečně ∩-
ireducibilnı́ a ∇-prvofiltry filtry totožné, a tudı́ž MODp

∇
(L) = MOD∗(L)RFSI.

TVRZENÍ 3.2.18. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika a ∇ je p-protodisjunkce majı́cı́ PEP.
Pak L = |=MODp

∇
(L).

Důkaz. Z tvrzenı́ 3.2.14 vı́me, že PEP implikuje IPEP. Logika L je tedy podle věty 1.3.22 úplná
vzhledem ke třı́dě RFSI modelů a (jak vı́me) v tomto přı́padě MODp

∇
(L) = MOD∗(L)RFSI. �

V přı́padě bez parametrů lze snadno ukázat i opačný směr (zdali opačný směr platı́ také
v přı́padě s parametry, je zatı́m otevřený problém).

TVRZENÍ 3.2.19. Protodisjunkce ∇ má PEP právě tehdy, když L = |=MODp
∇

(L).

Důkaz. Předpokládejme, že T 0L χ. Tedy existuje 〈A, F〉 ∈MODp
∇

(L) a ohodnocenı́ e takové,
že e[T ] ⊆ F a zároveň e(χ) < F. Definujeme T ′ = e−1[F]. Zřejmě platı́: T ′ je teorie, T ′ ⊇ T ,
χ < T ′ a podle lemmatu 3.2.11 je T ′ ∇-prvofiltr. �

PŘÍKLAD 3.2.20. Standardnı́ nekonečněhodnotová Łukasiewiczova logika je silně disjunk-
tivnı́. Uvažujme Łukasiewiczovu logiku � zavedenou v přı́kladu 1.3.11 použitı́m matice [0, 1]�.
Definujme ϕ ∨ ψ jako (ϕ → ψ) → ψ, pak snadno ověřı́me, že x ∨[0,1]� y = max{x, y}, a tudı́ž
{1} je ∨-prvofiltr, tedy (podle předchozı́ho tvrzenı́) má ∨ jak PEP, tak sPCP.

3.3 Disjunkce a axiomatizovatelnost

V poslednı́ sekci této kapitoly ukážeme vybrané aplikace zavedené teorie disjunkce: podı́váme
se na zachovánı́ vlastnosti důkazu po přı́padech při rozšı́řenı́ logiky; ukážeme, jak vypadá
nejmenšı́ logika, kde ∇ splňuje sPCP; popı́šeme, jak využı́t p-disjunkci k tomu, abychom
našli axiomatizaci extenze dané logiky L definované sémanticky pomocı́ pozitivnı́ univerzálnı́
třı́dy modelů L nebo (pro finitárnı́ logiky) pomocı́ nezáporné univerzálnı́ třı́dy modelů. Jako
konkrétnı́ přı́pad ukážeme jak axiomatizovat průnik dvou (axiomatických) extenzı́ dané logiky.

VĚTA 3.3.1 (Zachovánı́ sPCP). Necht’ L1 je logika v jazyce L1 a ∇ silná p-disjunkce, dále
necht’ L2 je rozšı́řenı́ L1 v jazyce L2 ⊇ L1 o množinu konsekucı́ C uzavřenou na L2-substituce.
Pak ∇ je silná p-disjunkce v L2 právě tehdy, když R∇ ⊆ L2 pro každou R ∈ C. Konkrétně tedy
platı́, že každé axiomatické rozšı́řenı́ p-disjunkcionálnı́ logiky je p-disjunkcionálnı́.

Důkaz. Směr zleva doprava je přı́mým důsledkem věty 3.2.4. Pro opačný směr uvažme nějakou
prezentaci AS logiky L1. Vı́me, že L2 má prezentaci AS′ = {σ[Γ] B σϕ | σ je L2-substituce,
ΓBϕ ∈ AS∪C}. Tedy musı́me ukázat, že pro každé ΓBϕ ∈ AS∪C a pro každouL2-substituci
σ máme (σ[Γ] B σϕ)∇ ⊆ L2 neboli pro každou L2-formuli χ, každou δ(p, q, r1, . . . , rn) ∈ ∇
a každou posloupnost L2-formulı́ ~α platı́: σ[Γ]∇χ `L2 δ(σϕ, χ, ~α). Přı́pad, kdy ΓBϕ ∈ C, platı́
z předpokladu; nynı́ odůvodnı́me zbývajı́cı́ přı́pad.

Uvažme libovolnou enumeraci výrokových proměnných takovou, že p0 = q, pi = ri, dále
mějme L1-substituce ρ, ρ−1 a L2-substituci σ̄ definované jako:
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• ρpi = pi+n+1,

• ρ−1 pi = pi−n−1 pro i > n a pi jinak,

• σ̄pi = σpi−n−1 pro i > n, σ̄pi = αi pro 1 ≤ i ≤ n a σ̄p0 = χ.

Všimněme si, že platı́ ρ−1ρψ = ψ a σ̄ρψ = σψ. Dále z ΓBϕ ∈ AS vı́me, že ρ[Γ]Bρϕ ∈ AS,
a protože ∇ je p-disjunkce v L1, dostaneme dı́ky větě 3.2.4 také (ρ[Γ]B ρϕ)∇ ⊆ L1 ⊆ L2, a tedy
mimo jiné ρ[Γ]∇q `L2 δ(ρϕ, q,~r). Tudı́ž také platı́ σ̄[ρ[Γ]∇q] `L2 σ̄δ(ρϕ, q,~r). Jelikož očividně
platı́ σ̄δ(ρϕ, q,~r) = δ(σϕ, χ, ~α), stačı́ pro dokončenı́ důkazu ukázat σ̄[ρ[Γ] ∇ q] ⊆ σ[Γ] ∇ χ.
K tomu si stačı́ všimnout, že formule v σ̄[ρ[Γ] ∇ q] jsou tvaru δ′(σψ, χ, σ̄α1, . . . , σ̄αn) pro
nějakou ψ ∈ Γ, δ′(p, q,~r) ∈ ∇ a posloupnost L2-formulı́ ~α. �

DŮSLEDEK 3.3.2 (Zachovánı́ PEP). Pokud p-protodisjunkce ∇ má vlastnost PEP v logice L,
pak ji má i v každé axiomatické extenzi L′ logiky L.

Důkaz. Z tvrzenı́ 3.2.14 snadno vyvodı́me, že L je silně p-disjunkcionálnı́ a má IPEP. Dı́ky
lemmatu 1.3.12 a dı́ky předchozı́ větě vı́me, že také L′ je silně p-disjunkcionálnı́ a má IPEP.
Důkaz lze tedy zakončit odvolánı́m se na tvrzenı́ 3.2.14. �

Je očividné, že pro každý systém logik v daném jazyce, ve kterých má p-protodisjunkce ∇
vlastnost sPCP, má ∇ také sPCP v průniku těchto logik. Také si všimněme, že ve sporné logice
libovolná množina ∇ splňuje sPCP. Z těchto úvah plyne korektnost následujı́cı́ definice:

DEFINICE 3.3.3 (Logika L∇). Necht’ L je logika a ∇ p-protodisjunkce. ∇-extenze logiky L,
kterou značı́me jako L∇, je nejmenšı́ extenzı́ L, kde ∇ má sPCP.

V dalšı́m tvrzenı́ ukážeme, že ∇-extenze finitárnı́ logiky je finitárnı́, poté ∇-extenzi séman-
ticky i syntakticky charakterizujeme. Bohužel pro obě tyto charakterizace se musı́me omezit
na protodisjunkce bez parametrů; přı́pad s parametry je prozatı́m otevřený problém.

TVRZENÍ 3.3.4. Necht’ L je finitárnı́ logika a ∇ p-protodisjunkce. Pak L∇ je finitárnı́ a rovná
se průniku všech finitárnı́ch extenzı́ L, kde ∇ má sPCP.

Důkaz. Připomeňme si, že finitárnı́ fragment logiky S, značený jako FC(S), je největšı́ fi-
nitárnı́ logikou obsaženou v S. Tedy jelikož L je finitárnı́, vı́me, že L ⊆ FC(L∇) ⊆ L∇. Pokud
ukážeme, že ∇má sPCP v FC(L∇), dostaneme FC(L∇) = L∇, a tedy L∇ je finitárnı́. Snadno lze
dokonce dokázat obecně následujı́cı́: pokud ∇ má sPCP v S, pak má sPCP také v FC(S). �

TVRZENÍ 3.3.5 (Sémantika L∇). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika a ∇ protodisjunkce ta-
ková, že L∇ má IPEP.6 Pak:

L∇ = |=MODp
∇

(L).

Důkaz. Jako prvnı́ si všimněme, že protože vlastnost být ∇-prvofiltrem v dané matici nezávisı́
na logice, máme: MODp

∇
(L) = MODp

∇
(|=MODp

∇
(L)). Pak dı́ky tvrzenı́m 3.2.19 a 3.2.14 má ∇

sPCP v logice |=MODp
∇

(L), a tudı́ž L∇ ⊆ |=MODp
∇

(L). Z předpokladu, že logika L∇ má IPEP
pak dı́ky tvrzenı́ 3.2.14 a 3.2.19 vı́me, že L∇ = |=MODp

∇
(L∇). Protože očividně MODp

∇
(L∇) ⊆

MODp
∇

(L), máme |=MODp
∇

(L) ⊆ L∇, čı́mž je důkaz hotov. �

6Poznamenejme, že z předchozı́ho tvrzenı́ plyne, že L∇ má IPEP, napřı́klad kdykoli je L finitárnı́.
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Všimněme si, že v přı́padě s parametry bychom mohli dokázat pouze slabšı́ tvrzenı́:

L∇ = (|=MODp
∇

(L))
∇.

VĚTA 3.3.6 (Axiomatizace L∇). Necht’L je logika s prezentacı́AS a ∇ necht’ je protodisjunkce
splňujı́cı́ (C∇), (I∇) a (A∇). Pak logika L∇ má prezentaciAS ∪

⋃
{R∇ | R ∈ AS}.

Důkaz. Označme L̂ logiku axiomatizovanou množinou AS ∪
⋃
{R∇ | R ∈ AS} (tato množina

je uzavřena na substituce, protože předpokládáme, že ∇ je bez parametrů). Zřejmě pro každou
konsekuci R z tohoto axiomatického systému máme R∇ ⊆ L̂ (dı́ky lemmatu 3.2.3, bod 2), a tedy
užitı́m věty 3.2.5 dostaneme, že L̂ má sPCP.

Necht’ L′ je extenze L, která má sPCP. Všimněme si, že pro libovolné R ∈ AS máme jak
R ∈ L′, tak R∇ ⊆ L′ (dı́ky větě 3.2.4). Tedy lze snadno nahlédnout, že platı́ L̂ ⊆ L′. �

Všimněme si, že bychom nemuseli požadovat splněnı́ podmı́nek (C∇), (I∇) a (A∇), kdy-
bychom je a jejich ∇-formy přidali k axiomatizaci L∇.

Připomeňme, že logické matice lze uvažovat jako klasické prvořádové struktury, kde
algebraické operace jsou interpretace přı́slušných funkčnı́ch symbolů (spojek) a filtr F je in-
terpretacı́ unárnı́ho predikátu F, tj. všechny atomické formule v odpovı́dajı́cı́m prvořádovém
jazyce jsou tvaru F(ϕ), kde ϕ je formule. Připomeňme dále, že pozitivnı́ klauzule C je disjunkce∨
ϕ∈ΣC F(ϕ) konečně mnoha atomických formulı́. V souladu s klasickou teorii modelů řı́káme,

že množina pozitivnı́ch klauzulı́ C platı́ v matici M = 〈A, F〉 (nebo také, že M je modelem C),
značı́me M |= C, pokud pro každou C ∈ C a každé M-ohodnocenı́ e existuje ϕ ∈ ΣC takové,
že e(ϕ) ∈ F. Pozitivnı́ univerzálnı́ třı́da matic je pak soubor všech modelů nějaké množiny
univerzálnı́ch uzávěrů pozitivnı́ch klauzulı́.7

V následujı́cı́ větě použijeme p-disjunkci dané logiky k axiomatizaci jejı́ extenze defino-
vané sémanticky nějakou pozitivnı́ univerzálnı́ třı́dou jejı́ch modelů.

VĚTA 3.3.7. Necht’ L je logika majı́cı́ IPEP, ∇ je p-disjunkce a C je množina pozitivnı́ch klau-
zulı́, poté platı́

|={A∈MOD∗(L) | A|=C} = L +
⋃
{∇ψ∈ΣC ψ | C ∈ C}.

Důkaz. Nejprve označme množinu formulı́8 ∇ψ∈ΣC ψ jako C∇ a povšimněme si, že pro každou
matici A = 〈A, F〉 máme: pokud A |= C, pak |=A C∇. Navı́c, pokud F je ∇-prvofiltr, pak platı́
i obrácená implikace.

Logiku na levé straně označı́me Ll a tu na pravé straně Lp. Očividně platı́ L ⊆ Ll, a tedy
jako důsledek výše uvedeného pozorovánı́ dostaneme: `Ll C∇ pro každou C ∈ C. Tedy Lp ⊆ Ll.

Druhou inkluzi Ll ⊆ Lp dokážeme kontrapozicı́. Předpokládejme, že existuje množina for-
mulı́ Γ∪{ϕ} taková, že Γ 0Lp ϕ. Z věty 3.3.1 vı́me, že ∇ je p-disjunkce v Lp, dı́ky tvrzenı́ 3.2.14
má PEP, a tudı́ž dı́ky tvrzenı́ 3.2.18 existuje A = 〈A, F〉 ∈ MODp

∇
(Lp) taková, že Γ 6|=A ϕ.

Jelikož A = 〈A, F〉 ∈ MODp
∇

(Lp), vı́me, že |=A C∇ pro každé C ∈ C a F je ∇-prvofiltr, a tudı́ž
dle pozorovánı́ ze začátku důkazu A |= C, z čehož tedy vı́me, že Γ 0Ll ϕ. �

7 Pozitivnı́ univerzálnı́ třı́dy jsou většinou definované jako soubory všech modelů pozitivnı́ch univerzálnı́ch
formulı́, tj. univerzálnı́ch uzávěrů formulı́ sestavených z atomů pouze užitı́m konjunkce a disjunkce. Je zřejmé,
že každá taková formule může být napsána jako univerzálnı́ uzávěr konjunkce pozitivnı́ch klauzulı́, a tedy třı́da
modelů generovaná takovou množinou je totožná s třı́dou generovanou přı́slušnými pozitivnı́mi klauzulemi.

8Rozšı́řenı́ binárnı́ho operátoru ∇ na operátor aplikovaný na konečnou množinu je dobře definované dı́ky asoci-
ativitě (co se dokazatelnosti týče).
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DŮSLEDEK 3.3.8. Necht’ L je logika majı́cı́ IPEP, ∇ je p-disjunkce v L a L1 a L2 jsou axi-
omatické extenze L o množiny A1 a A2. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že A1
aA2 jsou zadány s disjunktnı́mi množinami proměnných.9 Pak:

L1 ∩ L2 = L +
⋃
{ϕ ∇ ψ | ϕ ∈ A1, ψ ∈ A2}.

Důkaz. Uvědomme si, že platı́ L1 ∩ L2 = |=MOD∗(L1)∪MOD∗(L2) a označme A množinu pozi-
tivnı́ch klauzulı́ {F(ϕ) ∨ F(ψ) | ϕ ∈ A1, ψ ∈ A2}. Když ukážeme MOD∗(L1) ∪MOD∗(L2) =

{A ∈MOD∗(L) | A |= A}, tak je důkaz hotov podle věty 3.3.7.
Jedna inkluze je triviálnı́. Druhou ukážeme kontrapozicı́: uvažme A ∈ MOD∗(L) takové,

že A < MOD∗(L1) ∪ MOD∗(L2), tj. existujı́ ϕi ∈ Ai takové, že 6|=A ϕi. Uvažme ohodno-
cenı́ ei, které to dosvědčuje. Jelikož ϕ1 a ϕ2 nesdı́lejı́ žádné výrokové proměnné, existuje
jedno ohodnocenı́, které dosvědčuje oba přı́pady najednou a toto ohodnocenı́ také ukazuje:
A 6|= F(ϕ1) ∨ F(ϕ2). �

Důsledkem věty 3.3.7 je mimo jiné následujı́cı́ přı́klad, který ukazuje, že v některých
přı́padech lze užitı́m disjunkce velmi snadno axiomatizovat lineárně uspořádané modely dané
logiky. Logiky úplné vzhledem ke třı́dě lineárně uspořádaných matic budou ústřednı́m tématem
následujı́cı́ kapitoly.

PŘÍKLAD 3.3.9. Jelikož ∨ je disjunkce v logice FLew a každá matice M ∈ MOD(FLew) je
lineárně uspořádaná právě tehdy, když M |= F(ϕ→ ψ) ∨ F(ψ→ ϕ), můžeme použı́t větu 3.3.7
a dostat:

|={B∈MOD∗(FLew) |B je lineárně uspořádaná} = FLew + (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ).

Na závěr této sekce se omezı́me na finitárnı́ logiky, což nám umožnı́ ukázat rozšı́řenı́
předchozı́ věty na takzvané nezáporné klauzule H, což jsou formule klasické predikátové lo-
giky ve tvaru ∧

ϕ∈ΓH

F(ϕ)→
∨
ψ∈ΣH

F(ψ),

kde ΣH ,ΓH jsou konečné množiny formulı́ a ΣH je neprázdná.
Řı́káme, stejně jako v minulém přı́padě, že množina nezáporných klauzulı́H platı́ v matici

M = 〈A, F〉 (nebo, že M je model H), značı́me M |= H , pokud pro každou H ∈ H a každé
M-ohodnocenı́ e takové, že e[ΓH] ⊆ F, existuje nějaká ϕ ∈ ΣH taková, že e(ϕ) ∈ F.

VĚTA 3.3.10. Necht’ L je finitárnı́ logika, ∇ je p-protodisjunkce a H množina nezáporných
klauzulı́. Pak:

(|={B∈MOD∗(L) | B|=H})∇ = (L +
⋃
{ΓH B ∇ψ∈ΣH ψ | H ∈ H})

∇.

Důkaz. Označme konsekuci ΓH B ∇ψ∈ΣH ψ jako H∇ a uvědomme si, že pro každou matici A =

〈A, F〉 máme: když A |= H, pak ΓH |=A ∇ψ∈ΣH ψ. Navı́c pokud F je ∇-prvofiltr, pak platı́
i opačná implikace.

Prvnı́ část tohoto pozorovánı́ nám dává

|={A∈MOD∗(L) | A|=H} ⊇ L +
⋃
{ΓH B ∇ψ∈ΣH ψ | H ∈ H}.

9K ověřenı́ tohoto tvrzenı́ uvažme libovolnou enumeraci proměnných {pi | i ≤ |Var|} a definujme substituce
σ1 pi = p2i a σ2 pi = p2i+1. Je jasné, že existujı́ také substituce σ′i takové, že σ′iσiϕ = ϕ. Tedy pro každou množinu
axiomůA platı́: {σ[A] | σ je substituce} = {σ[σi[A]] | σ je substituce}, a tedy L +Ai = L + σi[Ai]. Zřejmě platı́,
že množiny proměnných vyskytujı́cı́ch se v σ1[A1] a σ2[A2] jsou disjunktnı́.
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Očividně stejná inkluze platı́ i pro ∇-extenze obou logik. Dále použijeme tvrzenı́ 3.3.4 a uká-
žeme, že logika na pravé straně je finitárnı́. Z toho dále dostaneme, že má PEP (tvrzenı́ 3.2.14),
a tedy dle tvrzenı́ 3.2.18 je tato logika úplná vzhledem ke třı́dě K svých redukovaných matic,
jejichž filtry jsou ∇-prvofiltry. Očividně K ⊆ MODp

∇
(L), a tedy podle druhé části pozorovánı́

ze začátku důkazu dostaneme K ⊆ {A ∈MOD∗(L) | A |= H}, a tedy také

|={B∈MOD∗(L) | B|=H} ⊆ |=K = (L +
⋃
{ΓH B ∇ψ∈ΣH ψ | H ∈ H})

∇.

Zbytek důkazu je triviálnı́. �

Necht’R = ΓBϕ a S = ∆Bψ jsou konsekuce, zápisem R∇S označujeme množinu konsekucı́
{Γ,∆ B χ | χ ∈ ϕ ∇ ψ}.

VĚTA 3.3.11. Necht’ L je finitárnı́ logika, ∇ p-protodisjunkce a L1 a L2 jsou finitárnı́ extenze
logiky L zı́skané přidánı́m množin finitárnı́ch konsekucı́ C1 a C2. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že C1 a C2 jsou zapsány s disjunktnı́mi množinami proměnných. Pak:

(L1 ∩ L2)∇ = (L +
⋃
{R ∇ S | R ∈ C1, S ∈ C2})∇.

Důkaz. Platı́: L1 ∩ L2 = |=MOD∗(L1)∪MOD∗(L2). Pokud R = Γ B ϕ ∈ C1 a S = ∆ B ψ ∈ C2, pak
R ∨ S značı́me následujı́cı́ množinu nezáporných klauzulı́:∧

χ∈Γ∪∆

F(χ)→ F(ϕ) ∨ F(ψ).

Nakonec definujmeH = {R∨S | R ∈ C1, S ∈ C2}. Pokud ukážeme, že MOD∗(L1)∪MOD∗(L2)
= {B ∈MOD∗(L) | B |= H}, jsme hotovi dı́ky větě 3.3.10.

Jedna inkluze je triviálnı́. Druhou ukážeme kontrapozicı́: mějme matici A ∈ MOD∗(L)
takovou, že A < MOD∗(L1) ∪MOD∗(L2), tj. existuje Ri = Γi B ϕi ∈ Ci takové, že Γi 6|=A ϕi.
Uvažme ohodnocenı́ e1 a e2, která to dosvědčujı́. Jelikož R1 a R2 nesdı́lejı́ žádné výrokové
proměnné, existuje jedno ohodnocenı́, které potvrzuje oba přı́pady najednou, a toto ohodnocenı́
také ukazuje: A 6|= R1 ∨ R2. �

Zřejmě platı́, že pokud logika L1 ∩ L2 je disjunkcionálnı́, pak nám předešlá věta spolu
s větou 3.3.6 dává jejı́ axiomatiku. Navı́c když L sdı́lı́ disjunkci∇ s logikou L1∩L2, dostaneme:

L1 ∩ L2 = L +
⋃
{(R ∇ S )∇ | R ∈ C1, S ∈ C2}.





Kapitola 4

Semilineárnı́ logiky

Po substrukturálnı́ch logikách se v této kapitole seznámı́me s dalšı́ důležitou třı́dou logik.
Tyto logiky jsou v poslednı́ch desetiletı́ch intenzivně studovány v rámci takzvané matematické
fuzzy logiky a jejich esenciálnı́ vlastnostı́ je, že majı́ úplnou sémantiku založenou na lineárně
uspořádaných algebrách/maticı́ch. Tuto myšlenku můžeme přirozeně formalizovat v rámci našı́
teorie slabě implikativnı́ch logik, a to využitı́m faktu, že redukované matice jsou přirozeně
uspořádané užitı́m principálnı́ch implikacı́ (a ≤ b právě tehdy, když a → b ∈ F). Zaměřı́me
se tedy na slabě implikativnı́ logiky, které jsou úplné vzhledem k maticı́m, pro které je toto
uspořádánı́ lineárnı́. Pro tyto logiky zavádı́me technický pojem semilineárnı́ logiky a celou
poslednı́ kapitolu tohoto textu zasvětı́me jejich studiu.

V prvnı́ sekci nejprve podáme technické definice semilineárnı́ implikace a semilineárnı́ch
logik a pro tyto účely zavedeme nové pomocné pojmy (obdobně jako jsme postupovali v přı́-
padě disjunkcı́). Dále ukážeme nějaké charakterizace semilinearity pomocı́ speciálnı́ báze uzá-
věrového systému teoriı́ dané logiky či vhodného metapravidla. Ve druhé sekci se budeme
zabývat hlubokým vztahem mezi semilineárnı́ implikacı́ a disjunkcı́ a dokážeme zajı́mavé
důsledky: charakterizaci semilinearity pomocı́ disjunkce a axiomatizaci minimálnı́ semilineárnı́
logiky, která je extenzı́ nějaké logiky. Ve třetı́ sekci se budeme zabývat typickým předmětem
studia fuzzy logik: úplnostı́ vůči hustě uspořádaným maticı́m; tuto vlastnost opět charakteri-
zujeme užitı́m vhodného metapravidla a principu rozšı́řenı́. Na závěr ve čtvrté sekci budeme
uvažovat úplnost semilineárnı́ch logik vůči libovolném třı́dám lineárně uspořádaných modelů,
dokážeme důležité charakterizace užitı́m vlastnostı́ vnořenı́ a budeme se zabývat speciálnı́mi
přı́pady třı́d modelů, jako jsou třı́dy konečných řetězců či modely na reálných a racionálnı́ch
čı́slech.

4.1 Základnı́ definice, vlastnosti a charakterizace

Našı́m cı́lem je zkoumat slabě implikativnı́ logiky úplné vůči sémantice dané lineárně uspořá-
danými maticemi. Jelikož vı́me, že principálnı́ implikace v těchto logikách indukujı́ mati-
cové předuspořádánı́ (v přı́padě redukovaných matic dokonce uspořádánı́), můžeme vyslovit
následujı́cı́ přirozenou definici:
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DEFINICE 4.1.1 (Lineárnı́ filtr a lineárnı́ model). Necht’L je slabě implikativnı́ logika. Uvažme
libovolnou netriviálnı́ matici A = 〈A, F〉 ∈ MOD(L). Řı́káme, že filtr F je lineárnı́, pokud ≤A
je lineárnı́ předuspořádánı́, tj. pro každé a, b ∈ A, a →A b ∈ F nebo b →A a ∈ F. Navı́c
řı́káme, že A je lineárně uspořádaný model (nebo pouze lineárnı́ model), pokud ≤A je lineárnı́
uspořádánı́ (tzn.: F je lineárnı́ filtr a A je redukovaná matice). Třı́du všech lineárnı́ch modelů
značı́me jako MOD`(L).

Nynı́ máme vše připraveno pro formálnı́ definici ústřednı́ho pojmu této kapitoly:

DEFINICE 4.1.2 (Semilineárnı́ implikace, semilineárnı́ logika). Necht’ L je slabě implikativnı́
logika. Řı́káme, že jejı́ slabá implikace → je semilineárnı́ implikace, pokud lineárnı́ modely,
které tato spojka definuje, jsou úplnou sémantikou pro L, tj. `L = |=MOD`(L). Dále řı́káme, že
slabě implikativnı́ logika je semilineárnı́, pokud má semilineárnı́ implikaci.

Již jsme se setkali se třemi prominentnı́mi logikami, které očividně splňujı́ definici se-
milinearity: klasická logika CL, Łukasiewiczova logika �∞ a Gödel-Dummettova logika G.
Později v této sekci naopak dokážeme, že řada dalšı́ch logik, které jsme viděli v předchozı́ch
kapitolách, nenı́ semilineárnı́ (tj. nenı́ v nich definovatelná žádná semilineárnı́ implikace).

Všimněme si, že třı́da lineárnı́ch modelů nenı́ pro danou logiku jednoznačně určena, ale
záležı́ na volbě principálnı́ implikace (ve větě 4.1.7 ale ukážeme, že všechny semilineárnı́ im-
plikace definujı́ totožnou třı́du lineárnı́ch modelů). Napřı́klad v klasické logice jsou obě spojky
→ i ≡ slabé implikace, ale pouze→ dělá logiku semilineárnı́ (lineárnı́ modely vzhledem k→
jsou dva: triviálnı́ model a model založený na dvouprvkové Booleově algebře, na druhou stranu
jediný lineárnı́ model vzhledem k ≡ je ten triviálnı́). Rozšiřme tedy naši konvenci týkajı́cı́ se
principálnı́ implikace (viz text za definicı́ 1.2.1): kdykoli řı́káme, že logika je semilineárnı́,
mı́nı́me, že jejı́ principálnı́ implikace je semilineárnı́ slabá implikace.

Použitá terminologie semilineárnı́ logika plyne z tradice univerzálnı́ algebry nazývat třı́du
algeber ”semiX“, kdykoli jejı́ subdirektně ireducibilnı́ členy majı́ vlastnost X: věta 4.1.7 totiž
řı́ká, že ve všech semilineárnı́ch logikách jsou subdirektně ireducibilnı́ modely lineárně uspořá-
dané, a dle věty 4.1.8 tato vlastnost dokonce charakterizuje finitárnı́ semilineárnı́ logiky.

Naše studium semilineárnı́ch logik zahájı́me pozorovánı́m několika zajı́mavých vlastnostı́
lineárnı́ch filtrů.

LEMMA 4.1.3. Pro každou slabě implikativnı́ logiku L, L-algebru A a lineárnı́ filtr F je
množina [F, A] = {G ∈ FiL(A) | F ⊆ G} lineárně uspořádaná inkluzı́.1

Důkaz. Předpokládejme, že existujı́ dva neporovnatelné filtry G1,G2 ∈ [F, A] a uvažme prvky
a1 ∈ G1 \G2 a a2 ∈ G2 \G1. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že a1 ≤〈A,F〉 a2. Z toho
plyne a1 →

A a2 ∈ F ⊆ G1 a dı́ky (MP) také a2 ∈ G1, což je spor. �

TVRZENÍ 4.1.4. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika. Pak každý lineárnı́ filtr je konečně ∩-
ireducibilnı́, tzn. MOD`(L) ⊆MOD∗(L)RFSI.

Důkaz. Pokud A je L-algebra a F ∈ FiL(A) je lineárnı́ filtr, vı́me (z minulého lemmatu), že
množina [F, A] je lineárně uspořádaná inkluzı́. Předpokládejme, že F = G1 ∩ G2 pro nějaké
G1,G2 ∈ FiL(A). Pak platı́ G1 ⊆ G2, a tedy F = G1, nebo platı́ G2 ⊆ G1, a tedy F = G2; F je
tedy konečně ∩-ireducibilnı́. Druhé tvrzenı́ je přı́mý důsledek věty 1.3.17. �

1Poznamenejme, že pokud L je algebraicky implikativnı́ a 〈A, F〉 ∈MOD`(L), pak FiL(A) = [F, A].
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Připomeňme (důsledek 1.3.9), že ve finitárnı́ch logikách tvořı́ konečně ∩-ireducibilnı́ teo-
rie bázi uzávěrového systému Th(L) neboli majı́ IPEP. Nabı́zı́ se zajı́mavá otázka, za jakých
podmı́nek lineárnı́ teorie tvořı́ bázi Th(L). Analogicky jako při studiu disjunkce se ukáže, že
tato otázka úzce souvisı́ s platnostı́ jistého metapravidla.

DEFINICE 4.1.5. Řı́káme, že slabě implikativnı́ logika L má:

• Vlastnost LEP2, pokud jejı́ lineárnı́ teorie tvořı́ bázi Th(L), tzn. pro každou teorii T
a každou formuli ϕ ∈ FmL \ T existuje lineárnı́ teorie T ′ ⊇ T taková, že ϕ < T ′.

• Vlastnost semilinearity SLP3, pokud platı́ následujı́cı́ metapravidlo:

Γ, ϕ→ ψ `L χ Γ, ψ→ ϕ `L χ

Γ `L χ
.

Poznamenejme, že obě výše definované vlastnosti jsou vlastnosti dvojice tvořené logikou L
a implikacı́→. V souladu s našı́ obecnou konvencı́, pokud nenı́ implikace explicitně zmı́něna,
pracujeme se zafixovanou principálnı́ implikacı́ dané logiky.

Jako dalšı́ ukážeme větu o přenosu SLP. Připomeňme náš předpoklad, že množina výroko-
vých proměnných Var je spočetná.

VĚTA 4.1.6 (Přenos SLP). Uvažme slabě implikativnı́ logiku L majı́cı́ SLP. Pak pro každou
L-algebru A a každou množinu X ∪ {a, b} ⊆ A platı́ následujı́cı́:

Fi(X, a→ b) ∩ Fi(X, b→ a) = Fi(X).

Důkaz. K důkazu netriviálnı́ implikace mějme t < Fi(X), ukážeme že t < Fi(X, a → b) nebo
t < Fi(X, b→ a). Rozlišı́me dva přı́pady:

1) Jako prvnı́ předpokládejme, že A je spočetná. Můžeme předpokládat, že množina výro-
kových proměnných Var obsahuje (nebo je jı́ rovna) množinu {vz | z ∈ A} (kde vz , vw, kdykoli
z , w). Uvažme následujı́cı́ množinu formulı́:

Γ = {vz | z ∈ Fi(X)} ∪
⋃
〈c,n〉∈L

{c(vz1 , . . . , vzn)↔ vcA(z1,...,zn) | zi ∈ A}.

Zřejmě Γ 0L vt (protože 〈A,Fi(X)〉 ∈ MOD(L) a pro A-ohodnocenı́ e(vz) = z: e[Γ] ⊆ Fi(X)
a e(vt) < Fi(X)). Tedy dı́ky SLP dostaneme Γ, va → vb 0L vt nebo Γ, vb → va 0L vt. Bez
újmy na obecnosti předpokládejme prvnı́ scénář a definujme T ′ = ThL(Γ, va → vb). Ukážeme,
následujı́cı́m řetězcem rovnostı́, že zobrazenı́ h : A → FmL/ΩT ′ definované jako h(z) = [vz]T ′

je homomorfismus:

h(cA(z1, . . . , zn)) = [vcA(z1,...,zn)]T ′ = [c(vz1 , . . . , vzn)]T ′

= cFmL/ΩT ′([vz1]T ′ , . . . , [vzn]T ′) = cFmL/ΩT ′(h(z1), . . . , h(zn)).

Z toho dostaneme F = h−1[T ′] ∈ FiL(A), a protože platı́ X ∪ {a → b} ⊆ F a t < F, můžeme
uzavřı́t: t < Fi(X, a→ b).

2Z angl. ”linear extension property“. (Pozn. překladatele.)
3Z angl. ”semilinearity property“. (Pozn. překladatele.)
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2) Zadruhé předpokládejme, že A je nespočetná množina. Pro tento důkaz předpokládejme,
že množina proměnných je součástı́ pojmu jazyka, tj. výrokový jazyk obsahuje kromě množiny
spojek i množinu proměnných. Zavedeme novou množinu výrokových proměnných Var′ =

{vz | z ∈ A}4; můžeme bez problému předpokládat, že obsahuje naši původnı́ množinu Var.
Definujeme novou logiku L′ v jazyce L′, který má stejné spojky jako jazyk L a množinu
proměnných Var′. Pokud ukážeme, že tato logika má SLP, stačı́ k dokončenı́ důkazu tohoto
přı́padu zopakovat postup z předchozı́ho přı́padu.

Zvolme libovolnou prezentaciAS logiky L. Jelikož množina L-formulı́ je spočetná, vı́me,
že každé pravidlo AS má spočetně mnoho premis. Definujme axiomatický systém AS′ =

{σ[X] B σ(ϕ) | X B ϕ ∈ AS a σ je L′-substituce} a logiku L′ v jazyce L′ s prezentacı́ AS′.
Jelikož všechna pravidla v AS′ majı́ spočetně předpokladů, má každý důkaz spočetně listů,
a tedy Γ `L′ ϕ právě tehdy, když existuje spočetná množina Γ′ ⊆ Γ taková, že Γ′ `L′ ϕ.

Dále pozorujme, že L′ je konzervativnı́ rozšı́řenı́ logiky L (uvažme substituci σ, která se
chová na množině Var jako identita a zbytku přiřadı́ nějaké fixované p ∈ Var, vezměme libo-
volný důkaz L-konsekuce Γ B ϕ v AS′ a všimněme si, že ten samý strom, kde označenı́ uzlu
formulı́ ψ nahradı́me formulı́ σψ, je důkaz ϕ z Γ v L).

Nynı́ ukážeme, že logika L′ má SLP: Předpokládejme, že Γ, ϕ→ ψ `L′ χ a Γ, ψ→ ϕ `L′ χ.
Existuje spočetná množina Γ′ ⊆ Γ taková, že Γ′, ϕ → ψ `L′ χ a Γ′, ψ → ϕ `L′ χ. Označme
Var0 množinu proměnných vyskytujı́cı́ch se v Γ′ ∪ {ϕ, ψ, χ} a uvažme bijekci g na množině
Var′ takovou, že obraz množiny Var0 je podmnožina Var (lze snadno nahlédnou, že taková
bijekce existuje). Tedy pro L′-substituci σ určenou funkcı́ g existuje inverznı́ substituce σ−1

a σ[Γ′] ∪ {σϕ,σψ, σχ} ⊆ FmL. Zřejmě také σ[Γ′], σϕ → σψ `L′ σχ a σ[Γ′], σψ → σϕ `L′

σχ. Využijeme faktu, že L′ rozšiřuje L konzervativně, a dostaneme σ[Γ′], σϕ → σψ `L σχ

aσ[Γ′], σψ→ σϕ `L σχ. Z SLP logiky L vı́me, žeσ[Γ′] `L σχ aσ[Γ′] `L′ σχ, ze strukturality
pro inverznı́ substituci σ−1 plyne také Γ′ `L′ χ. �

V nadcházejı́cı́ větě ukážeme všechny vlastnosti semilineárnı́ch logik, které jsme nynı́
připraveni dokázat; později uvidı́me, že některé z nich jsou dokonce charakterizacı́ semilinea-
rity. Připomeňme, že jsme v tvrzenı́ 1.3.14 ukázali několik charakterizacı́ konečně ∩-ireducibil-
nı́ch filtrů/teoriı́ pro klasickou logiku; v následujı́cı́m tvrzenı́ ukážeme dalšı́ (linearitu), která
platı́ pro každou semilineárnı́ logiku.

VĚTA 4.1.7 (Vlastnosti semilineárnı́ch logik). Necht’ L je semilineárnı́ logika v jazyce L, poté
platı́:

1. L má LEP, tj. lineárnı́ teorie tvořı́ bázi Th(L).

2. L má SLP, tj. Γ, ϕ→ ψ `L χ a Γ, ψ→ ϕ `L χ implikuje Γ `L χ.

3. L má přenesenou SLP, tj. Fi(X, a→ b) ∩ Fi(X, b→ a) = Fi(X) pro každou L-algebru A
a každou množinu X ∪ {a, b} ⊆ A.

4. Lineárnı́ filtry se shodujı́ s konečně ∩-ireducibilnı́mi filtry na každé L-algebře.

5. MOD∗(L)RFSI = MOD`(L).

6. MOD∗(L)RSI ⊆MOD`(L).

7. L má IPEP, tj. konečně ∩-ireducibilnı́ teorie tvořı́ bázi Th(L).

4Všimněme si, že tato množina nenı́ spočetná, a tedy nesplňuje omezenı́ na kardinalitu množiny výrokových
proměnných, které jsme pro zjednodušenı́ na začátku zavedli. Avšak prozkoumánı́m relevantnı́ch částı́ obecné teo-
rie, kterou jsme doposud zavedli, zjistı́me, že vše potřebné pro důkaz tohoto tvrzenı́ by platilo i bez tohoto omezenı́.
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Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́: Pokud T 0L χ, pak existuje A = 〈A, F〉 ∈ MOD`(L) a A-ohodnocenı́ e
takové, že e[T ] ⊆ F a e(χ) < F. Definujeme T ′ = e−1[F]. Je zřejmé, že T ′ je teorie, T ⊆ T ′

a T ′ 0L χ. Jelikož ≤A je lineárnı́ uspořádánı́, platı́: e(ϕ) ≤A e(ψ) nebo e(ψ) ≤A e(ϕ) pro každou
formuli ϕ a ψ. Tedy e(ϕ→ ψ) ∈ F nebo e(ψ→ ϕ) ∈ F neboli ϕ→ ψ ∈ T ′ nebo ψ→ ϕ ∈ T ′.

Druhé tvrzenı́: Pokud T 0L χ, pak (dı́ky LEP) vı́me, že existuje lineárnı́ teorie T ′ ⊇ T
taková, že T ′ 0L χ. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že T ′ `L ϕ → ψ, a tedy také
T, ϕ→ ψ 0L χ.

Třetı́ tvrzenı́ plyne z SLP užitı́m výše dokázané věty o přenosu SLP.
Čtvrté tvrzenı́: Necht’ A je L-algebra. Jeden směr platı́ dı́ky tvrzenı́ 4.1.4. Druhý směr

triviálně platı́ pro F = A, v opačném přı́padě ukážeme kontrapozicı́, že se jedná o důsledek
předchozı́ho tvrzenı́: předpokládejme, že existujı́ a, b ∈ A takové, že a→ b < F a b→ a < F, tj.
F ( Fi(F, a→ b) a F ( Fi(F, b→ a). Tı́m dostaneme F = Fi(F) = Fi(F, a→ b)∩Fi(F, b→ a),
a tedy F nenı́ konečně ∩-ireducibilnı́.

Páté tvrzenı́ je o snadný důsledek předchozı́ho tvrzenı́ a věty 1.3.17. Šesté tvrzenı́ je přı́mý
důsledek předchozı́ho tvrzenı́. Poslednı́ tvrzenı́ je snadný důsledek LEP a tvrzenı́ 4.1.4. �

Všimněme si, že v předchozı́ větě jsme pouze LEP dokázali přı́mo ze semilinearity; každé
dalšı́ tvrzenı́ (až na poslednı́) jsme dokázali jako důsledek předcházejı́cı́ho tvrzenı́. Nynı́ se
nabı́zı́ otázka, kdy jsou tvrzenı́ 1–6 ekvivalentnı́. Prvně si všimněme, že páté tvrzenı́ řı́ká,
že semilineárnı́ logiky jsou úplné vzhledem k MOD∗(L)RFSI, což je známou vlastnostı́ logik
majı́cı́ch IPEP, jak jsme ukázali ve větě 1.3.22, a tedy pro logiku majı́cı́ IPEP páté tvrzenı́
implikuje semilinearitu. Pro finitárnı́ logiky jsme ve větě 1.3.21 dokázali ještě vı́ce: úplnost
vzhledem k MOD∗(L)RSI, což je vlastnost, která v kombinaci s šestým tvrzenı́m implikuje se-
milinearitu. Tato vlastnost je však spı́še obskurnı́, a proto uvádı́me následujı́cı́ charakterizaci
prostřednictvı́m pojmů finitárnı́ logiky a logiky majı́cı́ IPEP.

VĚTA 4.1.8 (Charakterizace semilineárnı́ch logik). Pro každou slabě implikativnı́ logiku L je
následujı́cı́ ekvivalentnı́:

1. L je semilineárnı́, tj. `L = |=MOD`(L).

2. L má LEP, tj. lineárnı́ teorie tvořı́ bázi Th(L).

Navı́c pokud L má IPEP, můžeme seznam ekvivalentnı́ch tvrzenı́ rozšı́řit o:

3. L má SLP, tj. Γ, ϕ→ ψ `L χ a Γ, ψ→ ϕ `L χ implikuje Γ `L χ.

4. L má přenesenou SLP, tj. Fi(X, a→ b) ∩ Fi(X, b→ a) = Fi(X) pro každou L-algebru A
a každou množinu X ∪ {a, b} ⊆ A.

5. Lineárnı́ filtry se shodujı́ s konečně ∩-ireducibilnı́mi filtry v každé L-algebře.

6. MOD∗(L)RFSI = MOD`(L).

Navı́c pokud L je finitárnı́, můžeme seznam rozšı́řit také o:

7. MOD∗(L)RSI ⊆MOD`(L).

Důkaz. Dı́ky komentáři předcházejı́cı́mu této větě vı́me, že stačı́ ukázat pouze jednu implikaci,
konkrétně 2 implikuje 1. Předpokládejme, že Γ 0L ϕ. Necht’ T je teorie generovaná Γ a necht’
T ′ ⊇ T je lineárnı́ teorie taková, že T ′ 0L ϕ.
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Z bodu 3 lemmatu 1.2.13 vı́me LindTT ′ ∈MOD∗(L), z jeho druhého bodu snadno vyplývá,
že [T ′] je lineárnı́ filtr, tj. LindTT ′ ∈ MOD`(L). Dále prvnı́ bod téhož lemmatu nám řı́ká, že
pro LindTT -ohodnocenı́ e definované jako e(χ) = [χ]T ′ dostaneme e(χ) ∈ [T ′] právě tehdy,
když χ ∈ T ′. Platı́ tedy e[Γ] ⊆ [T ′] a e(ϕ) < [T ′], tı́m jsme ukázali Γ 6|=MOD`(L) ϕ. �

Předchozı́ věty majı́ několik zajı́mavých a důležitých důsledků. Prvnı́ využı́vá triviálnı́ po-
zorovánı́, že ϕ, ψ→ ϕ ` ψ→ ϕ a pro regulárnı́ implikaci navı́c ϕ, ϕ→ ψ ` ψ→ ϕ, tedy pokud
má logika SLP, odvodı́me ϕ ` ψ→ ϕ.

DŮSLEDEK 4.1.9. Každá regulárně implikativnı́ semilineárnı́ logika je Rasiowa-implikativnı́.

Dalšı́m zajı́mavým důsledkem je fakt, že vlastnost LEP se zachovává pro i axiomatické
extenze (toto tvrzenı́ je založeno na faktu, že každá teorie logiky L, která obsahuje axiomyA,
je teorie také v logice L +A).

DŮSLEDEK 4.1.10. Každá axiomatická extenze semilineárnı́ logiky je semilineárnı́ logika.

Tento důsledek je obzvlášt’ užitečný pro popis velkých třı́d slabě implikativnı́ch logik, které
nejsou semilineárnı́ vzhledem k žádné slabé implikaci.

Je vcelku snadné ukázat, že daná logika nenı́ semilineárnı́ vzhledem k dané principálnı́
implikaci. Uvažme např. intuicionistickou logiku s jejı́ klasickou implikacı́: zde tvrzenı́ plyne
z velmi dobře známého faktu, |=MOD`(IL) (ϕ → ψ) ∨ (ψ → ϕ) a 0IL (ϕ → ψ) ∨ (ψ → ϕ).
V dalšı́m tvrzenı́, jehož důkaz opět využı́vá naši charakterizačnı́ větu (spolu s lemmatem 4.1.3),
ukážeme, že platı́ vı́ce:

TVRZENÍ 4.1.11. Intuicionistická logika nenı́ semilineárnı́ vzhledem k žádné principálnı́
implikaci.

Důkaz. Ukážeme dva různé důkazy tohoto tvrzenı́. Prvnı́ bude velmi snadný ad hoc důkaz,
druhý bude sofistikovanějšı́ a bude využı́vat techniky, které jsme zavedli v této kapitole,
výhodou tohoto důkazu je, že ukazuje obecný postup, jak ukázat nedefinovatelnost semilineárnı́
implikace pro danou logiku.
(1) Necht’ IL je intuicionistická výroková logika. Předpokládejme, že →′ je semilineárnı́ im-
plikace v IL, ukážeme, že p →′ q a`IL p → q (kde → je obvyklá implikace intuicionis-
tické logiky), což by znamenalo, že → je semilineárnı́ implikace (což jak vı́me, nenı́). Jeden
směr je snadný: Z p, p →′ q `IL q dostaneme (užitı́m věty o dedukci) p →′ q `IL p → q.
Opačný směr: využitı́m prvnı́ho směru dostaneme q →′ p, p → q `IL q → p. Protože
q →′ p, p → q `IL p → q a symetrizace každé dvojice slabých implikacı́ jsou mezi sebou
odvoditelné (důsledek 1.2.4), dostaneme q →′ p, p → q `IL p →′ q. Nynı́ dı́ky triviálnı́mu
faktu, že platı́ p→′ q, p→ q `IL p→′ q, a dı́ky SLP můžeme shrnout: p→ q `IL p→′ q.
(2) Vı́me, že IL je Rasiowa-implikativnı́ logika vzhledem k → a MOD∗(IL) = {〈A, {1

A
}〉 |

A ∈ HA}, kde HA je varieta Heytingových algeber (tvrzenı́ 1.2.10). Předpokládejme, že IL
je semilineárnı́ vzhledem k nějaké implikaci. Poté dı́ky tvrzenı́ 1.4.7 a větě 4.1.7 dostaneme
{〈A, {1

A
}〉 | A ∈ HASI} = MOD∗(IL)RSI ⊆ MOD`(IL). Nynı́ stačı́ uvažovat libovolnou subdi-

rektně ireducibilnı́ Heytingovu algebru, která nenı́ lineárně uspořádaná kanonickým svazovým
uspořádánı́m (je velmi dobře známo, že takové algebry existujı́). Tato algebra bude mı́t dva
neporovnatelné svazové filtry (z tvrzenı́ 1.1.25 vı́me, že IL-filtry Heytingových algebrách jsou
právě svazové filtry). Spor tak plyne z lemmatu 4.1.3. �
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Z tohoto lemmatu v kombinaci s předešlým důsledkem dostaneme:

TVRZENÍ 4.1.12. Žádná slabě implikativnı́ logika, jejı́ž axiomatickou extenzı́ je intuicionis-
tická logika, nenı́ semilineárnı́ vzhledem k žádné principálnı́ implikaci.

Za zmı́nku stojı́, že toto tvrzenı́ mimo jiné ukazuje, že SLX pro libovolnou X ⊆ {a, e, c, i, o}
nenı́ semilineárnı́ vzhledem k žádné principálnı́ implikaci. Navı́c si můžeme všimnout, že druhý
důkaz v tvrzenı́ 4.1.11 může být aplikován na mnohé dalšı́ slabě implikativnı́ logiky; vše, co je
potřeba udělat, je najı́t matici 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L)RFSI, jejı́ž algebra připouštı́ dva neporovna-
telné filtry obsahujı́cı́ F.5

Na závěr této části ukážeme dalšı́ důsledek věty 4.1.8, který řı́ká, že průnik semilineárnı́ch
logik je semilineárnı́, a uvedeme zajı́mavé důsledky tohoto tvrzenı́.

DŮSLEDEK 4.1.13. Průnik systému logik ve stejném jazyce, které sdı́lejı́ principálnı́ semi-
lineárnı́ implikaci, je semilineárnı́ logika.

Důkaz. Necht’ I je systém semilineárnı́ch logik ve stejném jazyce, označme L̂ jejich průnik.
Ukážeme, že L̂ má LEP. Necht’ T je teorie v logice L̂ a ϕ < T , tj. T 0L̂ ϕ. Tedy existuje logika
L ∈ I taková, že T 0L ϕ, tj. ϕ < ThL(T ). Tedy podle LEP logiky L existuje lineárnı́ teorie T ′

v L taková, že T ′ ⊇ ThL(T ) ⊇ T a ϕ < T ′. Protože T ′ je očividně také teorie v L̂, je důkaz
hotov. �

Jelikož sporná logika je triviálně semilineárnı́, umožňuje nám předchozı́ důsledek korektně
definovat nejmenšı́ semilineárnı́ extenzi dané logiky.

DEFINICE 4.1.14 (Logika L`). Pro danou slabě implikativnı́ logiku L značı́me jejı́ nejmenšı́
semilineárnı́ extenzi jako L`.

V dalšı́ části se budeme zabývat způsobem, jakým lze axiomatizovat logiku L`. Na druhou
stranu je velmi snadné zı́skat pro tuto logiku úplnou sémantiku:

TVRZENÍ 4.1.15. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika, poté platı́:

L` = |=MOD`(L) a MOD`(L`) = MOD`(L).

Semilineárnı́ extenze navı́c zachovávajı́ finitaritu:

TVRZENÍ 4.1.16. Pokud L je finitárnı́ slabě implikativnı́ logika, pak také L`.

Důkaz. Připomeňme si, že finitárnı́ fragment logiky S, značený jako FC(S), je největšı́ fi-
nitárnı́ logikou obsaženou v S. Nynı́, protože L je finitárnı́, dostaneme L ⊆ FC(L`) ⊆ L`.
Pokud ukážeme, že FC(L`) je semilineárnı́, dostaneme také FC(L`) = L`, a tedy také L` je
finitárnı́. Snadno (ověřenı́m SLP) můžeme dokázat obecnějšı́ tvrzenı́: finitárnı́ fragment každé
semilineárnı́ logiky je semilineárnı́. �

Poznamenejme, že důsledkem tohoto tvrzenı́ je následujı́cı́ fakt: pokud je L finitárnı́, pak
L` je průnik všech jejı́ch finitárnı́ch semilineárnı́ch extenzı́.

5Uvažme napřı́klad logiku L0 danou varietou V generovanou takzvanou symetrickou rotacı́ všech Heytingových
algeber (popis této konstrukce lze najı́t např. v [30, 34]). Negace v L0 je zřejmě involutivnı́, tzn. L0 dokazuje
¬¬ϕ↔ ϕ. Výše uvedenou úvahou můžeme ukázat, že L0 nenı́ semilineárnı́ vzhledem k žádné principálnı́ implikaci,
totéž platı́ pro každou logiku, jejı́ž je L0 axiomatickou extenzı́. Konkrétnı́m přı́kladem takových logik jsou takzvané

”involutivnı́ extenze“ (viz [27]) logik SLX , kde X ⊆ {a, e, c, i, o}, které jsou striktně slabšı́ než L0. Přı́klad takové
logiky je dobře známý multiplikavně-aditivnı́ fragment Girardovi (afinnı́) lineárnı́ logiky [31].
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L Axiom(y) potřebné k axiomatizaci L`

FLe ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ ((ψ→ ϕ) ∧ 1)
FLew (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ)
BCKW ((ϕ→ ψ)→ χ)→ (((ψ→ ϕ)→ χ)→ χ)

Tabulka 4.1: Axiomatizace vybraných substrukturálnı́ch semilineárnı́ch logik

4.2 Semilinearita a disjunkce

V této části se budeme zabývat vztahy mezi p-disjunkcemi, semilineárnı́mi implikacemi a jejich
vlastnostmi. Za předpokladu, že jsou splněny jisté syntaktické požadavky, ukážeme, že logika
je p-disjunkcionálnı́ právě tehdy, když je semilineárnı́. Dále ukážeme, jak axiomatizovat logiky
L`, a ukážeme novou charakteristiku p-disjunkcı́.

Začneme tı́m, že ukážeme, že pro p-disjunkcionálnı́ logiku lze velmi snadno zı́skat axio-
matiku pro jejı́ nejmenšı́ semilineárnı́ extenzi (dokonce ukážeme, že se jedná o axiomatickou
extenzi).

VĚTA 4.2.1 (Axiomatizace logiky L`). Necht’ L je p-disjunkcionálnı́ slabě implikativnı́ logika
majı́cı́ IPEP. Pak L` je extenze L o axiom(y):

(P∇) `L (ϕ→ ψ)∇(ψ→ ϕ).

Důkaz. Dı́ky tvrzenı́ 4.1.15 vı́me L` = |=MOD`(L). Důkaz zakončı́me užitı́m věty 3.3.7; musı́me
si pouze všimnout, že A ∈ MOD`(L) právě tehdy, když A |= P, kde P je pozitivnı́ klauzule
F(ϕ→ ψ) ∨ F(ψ→ ϕ). �

Axiom(y) (P∇) nazýváme axiom(y) prelinearity. Všimněme si, že tyto axiomy platı́ v každé
semilineárnı́ logice pro libovolnou p-protodisjunkci ∇ (stačı́ použı́t vlastnost SLP na ϕ→ ψ `L
(ϕ → ψ)∇(ψ → ϕ) a ψ → ϕ `L (ϕ → ψ)∇(ψ → ϕ)). Jak jsme viděli v kapitole 3, axio-
matická rozšı́řenı́ logiky SL jsou typickými přı́klady slabě implikativnı́ch p-disjunkcionálnı́ch
logik (všechny jsou téměř (MP)-založené, a tak známe jejich (p-)disjunkce, viz věta 2.2.12
a tabulka 2.8). Tı́mto způsobem můžeme dosáhnout některých velmi dobře známých axioma-
tizačnı́ch výsledků (viz tabulka 4.1) jako důsledků výše uvedené věty (pro BCKW využijeme
přı́klad 3.1.20).

Samozřejmě bychom takto mohli zı́skat axiomatiku i pro FL`, nebo dokonce SL`, ale to
by zahrnovalo užitı́ (iterovaných) konjugátů a tato axiomatizace by tak byla zbytečně složitá,
později (věta 4.2.8) pro tyto logiky ukážeme podstatně jednoduššı́ axiomatizaci.

Přirozenou otázkou zůstává, jak axiomatizovat nejmenšı́ semilineárnı́ extenze logik, které
nejsou p-disjunkcionálnı́ nebo jejich p-disjunkce nenı́ známa. Prvnı́ myšlenka, která se nabı́zı́,
je zvolit vhodnou p-protodisjunkci ∇ a rozšı́řit tuto logiku na L∇ a dále postupovat užitı́m
předchozı́ věty. Ale to nenı́ tak snadné: jak bychom věděli, že platı́ L∇ ⊆ L`? Abychom
překonali tento problém, zavádı́me dvojici konsekucı́, která hraje (v jistém smyslu) duálnı́ roli
ke konsekuci (P∇):

(MP∇) ϕ→ ψ, ϕ∇ψ `L ψ a ϕ→ ψ, ψ∇ϕ `L ψ.
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TVRZENÍ 4.2.2. (MP∇) je splněn:

• v každé logice pro každou p-disjunkci ∇,

• v každé substrukturálnı́ (nemusı́ nutně být svazovědisjunktivnı́!) logice pro ∇ = ∨.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́ lze snadno dokázat (z ϕ, ϕ→ ψ ` ψ a ψ, ϕ→ ψ ` ψ). Abychom dokázali
druhé, všimněme si, že každá substrukturálnı́ logika dokazuje: ϕ→ ψ ` ϕ ∨ ψ→ ψ. �

V následujı́cı́m lemmatu a větě ukážeme, že konsekuce (P∇) a (MP∇) jsou přirozeným
pojivem mezi implikacı́ a disjunkcı́.

LEMMA 4.2.3. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika v L, ∇ p-protodisjunkce a A necht’ je
L-algebra.

• Pokud L splňuje (MP∇), pak každý lineárnı́ filtr v A je ∇-prvofiltr.

• Pokud L splňuje (P∇), pak každý ∇-prvofiltr v A je lineárnı́.

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́: Uvažme lineárnı́ filtr F (tj. a →A b ∈ F nebo b →A a ∈ F) a necht’
a∇Ab ⊆ F. Tedy z (MP∇) okamžitě dostaneme b ∈ F nebo a ∈ F.

Druhé tvrzenı́: Předpokládejme, že F nenı́ lineárnı́ neboli existujı́ prvky a, b takové, že
a →A b < F a b →A a < F. Protože však L splňuje (P∇), máme (a →A b)∇A(b →A a) ⊆ F,
a tedy F nenı́ ∇-prvofiltr. �

VĚTA 4.2.4 (Vztah p-disjunkce a semilinearity). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika s p-pro-
todisjunkcı́ ∇ majı́cı́ IPEP, pak je následujı́cı́ ekvivalentnı́:

• ∇ je (silná) p-disjunkce splňujı́cı́ (P∇).

• L je semilineárnı́ a splňuje (MP∇).

Mimo jiné tedy platı́:

1. Pokud L splňuje (P∇) a (MP∇), pak je semilineárnı́ právě tehdy, když ∇ je (silná)
p-disjunkce.

2. Pokud ∇ je p-disjunkce, pak L je semilineárnı́ právě tehdy, když splňuje (P∇).

3. Pokud L je semilineárnı́, pak ∇ je (silná) p-disjunkce právě tehdy, když L splňuje (MP∇).

Důkaz. V prvnı́ řadě si připomeňme, že v přı́tomnosti IPEP nezáležı́ na tom, zda mluvı́me
o p-disjunkci nebo o silné p-disjunkci (věta 3.2.15).

Implikace seshora dolů: Vı́me, že pokud ∇ je p-disjunkce, pak L má (MP∇) (tvrzenı́ 4.2.2)
a PEP vzhledem k ∇ (tvrzenı́ 3.2.14). Dále dı́ky (P∇) vı́me, že každá ∇-prvoteorie je lineárnı́
(předchozı́ lemma), tı́m jsme dokázali LEP a následně semilinearitu. Důkaz druhého směru je
obdobný. �

Povšimněme si, že z tvrzenı́ 1 této věty plyne mnoho dalšı́ch charakterizacı́ semilinearity
(prostřednictvı́m věty 3.2.15) pro širokou třı́du logik, které majı́ IPEP a splňujı́ (P∇) a (MP∇).
Podobně si všimněme, že zbylá dvě tvrzenı́ redukujı́ (pro široké třı́dy logik) platnost metapra-
videl SLP a PCP na dokazatelnost jednoduchých konsekucı́ (P∇) a (MP∇).
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Tato věta má také dva zajı́mavé důsledky. Prvnı́ nám umožnı́ zesı́lit větu 4.1.10 z axioma-
tických extenzı́ na axiomatická rozšı́řenı́.

DŮSLEDEK 4.2.5. Necht’ L1 je semilineárnı́ p-disjunkcionálnı́ logika a necht’ L2 je rozšı́řenı́
logiky L1 o množinu konsekucı́ C takové, že L2 je slabě implikativnı́ logika majı́cı́ IPEP, pak L2
je semilineárnı́ právě tehdy, když R∇ ⊆ L2 pro každou R ∈ C.

Mimo jiné tedy každé slabě implikativnı́ axiomatické rozšı́řenı́ finitárnı́ p-disjunkcionálnı́
semilineárnı́ logiky je semilineárnı́ logika.

Důkaz. Všimněme si, že z předpokladů dostaneme, že logiky Li splňujı́ (MP∇) a (P∇) pro
i = 1, 2 a navı́c R∇ ⊆ L1 pro každou R ∈ L1 (musı́me si uvědomit, že jsme mlčky využili
našı́ konvence, že pokud jsou dvě logiky slabě implikativnı́, pak sdı́lejı́ slabou implikaci →).
Tedy vı́me, že logika L2 je semilineárnı́ právě tehdy, když ∇ má sPCP (dı́ky větě 4.2.4). Důkaz
dokončı́me užitı́m věty 3.3.1.

K důkazu druhého tvrzenı́ využijeme triviálnı́ fakt, že axiomatické rozšı́řenı́ finitárnı́ logiky
je finitárnı́, a tedy má IPEP. �

PŘÍKLAD 4.2.6. Uvažme logiku G4, která je rozšı́řenı́m Gödel-Dummettovy logiky G o unárnı́
spojkou 4, axiomatizovanou následujı́cı́mi dodatečnými konsekucemi:6

(41) B 4ϕ ∨ ¬4ϕ

(42) B 4(ϕ ∨ ψ)→ 4ϕ ∨ 4ψ
(43) B 4ϕ→ ϕ

(44) B 4ϕ→ 44ϕ

(45) B 4(ϕ→ ψ)→ (4ϕ→ 4ψ)
(4-Nec) ϕ B 4ϕ

Snadno nahlédneme, že logiky G a G4 splňujı́ podmı́nky předešlého důsledku, a tedy pro důkaz,
že G4 je semilineárnı́ logika, stačı́ ukázat ϕ ∨ χ `G4 4ϕ ∨ χ. Využitı́m pravidla (4-Nec) dosta-
neme ϕ∨χ `G4 4(ϕ∨χ), důkaz zakončı́me použitı́m axiomů (42) a (43) a vlastnostı́ spojky ∨.

Druhým důsledkem předchozı́ věty se dostáváme k jednomu z cı́lů této části, a to ke
způsobu, jakým lze axiomatizovat logiku L`. Připomeňme, že značenı́m L∇ mı́nı́me nejslabšı́
logiku, která je extenzı́ logiky L, kde ∇ je p-disjunkce (ohledně axiomatizace této logiky se
odvoláváme na větu 3.3.6).

DŮSLEDEK 4.2.7. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika majı́cı́ IPEP a necht’∇ je jejı́ p-proto-
disjunkce splňujı́cı́ (MP∇), pak L` je extenze logiky L∇ o (P∇).

Důkaz. Protože L∇ + (P∇) je axiomatická extenze L∇, má tato logika dı́ky lemmatu 1.3.12 IPEP
a dı́ky větě 3.3.1 v nı́ ∇ zůstává p-disjunkcı́. Jedná se tedy podle věty 4.2.4 o semilineárnı́
logiku.

Necht’ L′ je libovolná semilineárnı́ extenze L. Zřejmě L′ má IPEP (věta 4.1.7), splňuje
(MP∇), a tedy podle věty 4.2.4 je p-disjunkcionálnı́. Tudı́ž L∇ ⊆ L′, a protože věta 4.2.4 také
řı́ká, že L′ splňuje (P∇), je důkaz hotov. �

Omezı́me-li se v tomto důsledku na p-disjunkcionálnı́ logiky (které samozřejmě splňujı́
(MP∇) a navı́c L∇ = L), dostaneme alternativnı́ důkaz věty 4.2.1.

6Tuto logiku jsme definovali sémanticky v přı́kladě 3.1.6; ekvivalence těchto dvou definic je dokázána v [2]
a z nı́ také triviálně plyne semilinearita této logiky. V důkazu rovnosti těchto dvou logik je ale důkaz semilinearity
té syntakticky definované prvnı́m krokem.
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Jak jsme již viděli, substrukturálnı́ logiky se spojkou ∨ v jazyce tvořı́ velkou třı́du logik
splňujı́cı́ch (MP∨). Ve zbytku této sekce shrneme důsledky předcházejı́cı́ch tvrzenı́ pro tyto
logiky a dokážeme o nich dalšı́ zajı́mavá tvrzenı́.

Na začátku této sekce jsme ukázali, jak axiomatizovat logiku L`: stačı́ identifikovat vhod-
nou p-disjunkci a přidat axiom prelinearity. Předchozı́ důsledek pak poskytuje alternativnı́
způsob pro substrukturálnı́ logiky se spojkou ∨ v jazyce, tato axiomatizace je sice méně ele-
gantnı́, ale můžeme ji považovat za robustnějšı́, protože u nı́ nepožadujeme mı́t identifikovanou
p-disjunkci pro logiku L: stačı́ vzı́t logiku L∨ (tzn. podle věty 3.3.10 přidat ∨-formy všech
pravidel logiky) a přidat axiom prelinearity pro ∨. Máme tedy zatı́m dva způsoby, jak axio-
matizovat logiku L` pro danou (substrukturálnı́) logiku L (v následujı́cı́ větě tyto dva způsoby
označujeme jako alternativy A a B). Oba tyto způsoby majı́ své výhody, ale jsou zbytečně
komplikované: prvnı́ přidá pouze axiomy, ale využı́vá iterovaných dedukčnı́ch termů, naopak
druhý využı́vá pouze základnı́ termy, ale přidává nová pravidla. Ukážeme, že v přı́padě široké
třı́dy substrukturálnı́ch logik můžeme přidat třetı́ a čtvrtou alternativu, která kombinuje výhody
obou předchozı́ch (uvádı́me obě varianty, protože se jedná o zobecněnı́ dvou různých formulacı́
známých z literatury).

VĚTA 4.2.8. Necht’ L je téměř (MP)-založená substrukturálnı́ logika s množinou základnı́ch
deduktivnı́ch termů bDT taková, že pro každou γ ∈ bDT a všechny formule ϕ, ψ existuje formule
γ′ ∈ bDT splňujı́cı́:

ϕ→ ψ `L γ
′(ϕ)→ γ(ψ). (*)

Pak L` je vzhledem k L axiomatizována libovolnou z následujı́cı́ch množin axiomů/pravidel:

A γ1(ϕ→ ψ) ∨ γ2(ψ→ ϕ) pro každou γ1, γ2 ∈ (bDT ∪ {? ∧ 1})∗

B (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ)
(ϕ→ ψ) ∨ χ, ϕ ∨ χ ` ψ ∨ χ
ϕ ∨ ψ ` γ(ϕ) ∨ ψ pro každou γ ∈ bDT

C ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ γ((ψ→ ϕ) ∧ 1) pro každou γ ∈ bDT ∪ {?}

D (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ γ(ϕ ∨ ψ→ ϕ) pro každou γ ∈ bDT ∪ {? ∧ 1}.

Důkaz. Necht’LX , pro X∈{A, B,C,D}, označuje odpovı́dajı́cı́ extenzi logiky L. Dı́ky větě 2.2.12
vı́me, že {γ1(p) ∨ γ2(q) | γ1, γ2 ∈ (bDT ∪ {? ∧ 1})∗} je p-disjunkce v L. A proto LA = L`

(věta 4.2.1). Abychom ukázali LB = L`, stačı́ si uvědomit následujı́cı́ dva fakty: ∨ je protodis-
junkce v L a každá téměř (MP)-založená logika je finitárnı́, a má tedy IPEP. Tudı́ž tvrzenı́ platı́
dı́ky důsledku 4.2.7 a větě 3.3.6.

Pravdivost zbylých tvrzenı́ ukážeme prostřednictvı́m následujı́cı́ho řetězce inkluzı́: L` ⊇
LC ⊇ LD ⊇ LB. Pro důkaz prvnı́ inkluze ukážeme, že pro každé γ ∈ bDT ∪ {?} platı́:

(a) ϕ→ ψ `L` ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ γ((ψ→ ϕ) ∧ 1) (Adju), (∨1) a (MP)

(b) ψ→ ϕ `L` γ((ψ→ ϕ) ∧ 1) (Adju) a ϕ ` γ(ϕ)

(c) ψ→ ϕ `L` ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ γ((ψ→ ϕ) ∧ 1) (b), (∨2) a (MP)

(d) `L` ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ γ((ψ→ ϕ) ∧ 1) (a), (c) a SLP
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Pro důkaz druhé inkluze nejprve ukážeme, že pro každé γ ∈ bDT platı́:

(a) `LC (ϕ→ ψ) ∧ 1→ (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ γ(ϕ ∨ ψ→ ϕ) (PSL26), (∨1) a (T)

(b) `LC γ
′((ψ→ ϕ) ∧ 1)→ γ(ϕ ∨ ψ→ ϕ) (PSL27) a (*)

(c) `LC γ
′((ψ→ ϕ) ∧ 1)→ (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ γ(ϕ ∨ ψ→ ϕ) (b), (∨2) a (T)

(d) `LC ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ γ′((ψ→ ϕ) ∧ 1)→ (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ γ(ϕ ∨ ψ→ ϕ) (a), (c) a (∨3)

(e) `LC (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ γ(ϕ ∨ ψ→ ϕ) (d) a (MP)

Důkaz pro γ = ? ∧ 1 je podobný: pouze v kroku (b) zvolme γ′ = ? a dále použijme (PSL27),
(Adju), (PSL24), (MP), (PSL28) a (T). Pro důkaz poslednı́ inkluze nejprve ukážeme, že LD

dokazuje prelinearitu:

(a) `LD (ϕ ∨ ψ→ ψ)→ (ϕ→ ψ) (∨1) a (Sf)

(b) `LD (ϕ ∨ ψ→ ψ)→ (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ) (a), (∨1) a (T)

(c) `LD (ϕ ∨ ψ→ ϕ)→ (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ) obdobně

(d) `LD (ϕ ∨ ψ→ ϕ) ∧ 1→ (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ) (c), (∧1) a (T)

(e) `LD (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ ((ϕ ∨ ψ→ ϕ) ∧ 1)→ (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ) (b), (d) a (∨3)

(f) `LD (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ) (e) a (MP)

Dále ukážeme, že pro každou γ ∈ bDT platı́:

(a) ϕ ∨ ψ `LD (ϕ ∨ ψ→ ψ)→ ψ (As)

(b) ϕ ∨ ψ `LD (ϕ ∨ ψ→ ψ)→ γ(ϕ) ∨ ψ (a), (∨2) a (T)

(c) ϕ ∨ ψ `LD (ϕ ∨ ψ→ ϕ)→ ϕ (As)

(d) ϕ ∨ ψ `LD γ
′(ϕ ∨ ψ→ ϕ)→ γ(ϕ) (c) a (*)

(e) ϕ ∨ ψ `LD γ
′(ϕ ∨ ψ→ ϕ)→ γ(ϕ) ∨ ψ (d), (∨1) a (T)

(f) ϕ ∨ ψ `LD (ϕ ∨ ψ→ ψ) ∨ γ′(ϕ ∨ ψ→ ϕ)→ γ(ϕ) ∨ ψ (b), (e) a (∨3)

(g) ϕ ∨ ψ `LD γ(ϕ) ∨ ψ (f) a (MP)

Poznamenejme, že ten samý důkaz by platil i pro γ = ? ∧ 1; pouze v kroku (d) bychom
zvolili γ′ = ? ∧ 1 a dokázali ho z (c) pomocı́ (Adju), (PSL24) a (MP). Tedy vı́me, že platı́
ϕ ∨ ψ `LD (ϕ ∧ 1) ∨ ψ. Tento fakt využijeme k důkazu (MP∨):

(a) ϕ ∨ χ ` χ→ ψ ∨ χ (∨2)

(b) `LD (ϕ→ ψ) ∧ 1→ (ϕ ∨ χ→ ψ ∨ χ) (PSL25)

(c) `LD ϕ ∨ χ→ ((ϕ→ ψ) ∧ 1 ψ ∨ χ) (E 1)

(d) ϕ ∨ χ `LD (ϕ→ ψ) ∧ 1→ ψ ∨ χ (c), (MP) a (Symm1)

(e) ϕ ∨ χ `LD ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ χ→ ψ ∨ χ (a), (d) a (∨3)

(f) (ϕ→ ψ) ∨ χ `LD ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ χ platı́ podle předchozı́ho odstavce

(g) (ϕ→ ψ) ∨ χ, ϕ ∨ χ `LD ψ ∨ χ (e), (f) a (MP) �
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Logika L Axiomy, které je potřeba přidat k axiomatizovánı́ L`

SL ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ γ((ψ→ ϕ) ∧ 1) pro každou γ ∈ {αδ,ε, α′δ,ε, βδ,ε, β
′
δ,ε}

SLw (ϕ→ ψ) ∨ γ(ψ→ ϕ) pro každou γ ∈ {αδ,ε, α′δ,ε, βδ,ε, β
′
δ,ε}

SLe αδ,ε((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ βδ′,ε′((ψ→ ϕ) ∧ 1)
SLew αδ,ε(ϕ→ ψ) ∨ βδ′,ε′(ψ→ ϕ)

SLa (λε(ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ (ρε′(ψ→ ϕ) ∧ 1)

SLae ((ϕ→ ψ) ∧ 1) ∨ ((ψ→ ϕ) ∧ 1)
SLaew (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ)

Tabulka 4.2: Axiomatizace L` pro prominentnı́ substrukturálnı́ logiky

Tabulka 4.2 shrnuje axiomatizace prominentnı́ch semilineárnı́ch substrukturálnı́ch logik,
jedná se o axiomatizace podle bodu C (všimněme si, že tyto logiky splňujı́ předpoklad předchá-
zejı́cı́ věty dı́ky lemmatu 2.3.6 a tvrzenı́ 2.3.4). Uvádı́me je jako axiomatická schémata, která
jsme někdy trochu upravili, abychom zı́skali axiomatiku jednoduššı́ či takovou, která je známá
z literatury. Tyto úpravy lze ospravedlnit následujı́cı́mi jednoduchými pozorovánı́mi:

• V logikách s oslabenı́m využı́váme, že platı́ `SLw ϕ ↔ ϕ ∧ 1, čı́mž zı́skáme axiomati-
zaci C′: (ϕ→ ψ) ∨ γ(ψ→ ϕ) pro každou γ ∈ bDT ∪ {?}.

• Axiom pro γ = ? ∧ 1 můžeme vynechat, protože se jedná o důsledek axiomu pro γ = ?

užitı́m (PSL28).

• Axiom pro γ = ? může být vynechán ze všech kromě poslednı́ch dvou axiomatizacı́,
protože očividně plyne z axiomu pro α1,1 (nebo λ1) užitı́m prvnı́ho (nebo pátého) bodu
z tvrzenı́ 2.3.4.

• V přı́padě SLe si prvně všimněme, že ona jedna navrhovaná formule axiomatizujı́cı́ SL`e
je součástı́ axiomatizace z bodu A. Na druhou stranu: zvolı́me-li δ = ε = 1, respek-
tive δ′ = ε′ = 1, zı́skáme užitı́m prvnı́ho bodu z tvrzenı́ 2.3.4 zbývajı́cı́ dva axiomy
z bodu C.

• Pro SLew a SLa postupujeme obdobně jako v předchozı́m přı́padě.

LEMMA 4.2.9. Pro každou svazovědisjunktivnı́ substrukturálnı́ logiku L je následujı́cı́ ekviva-
lentnı́:

(P∨) `L (ϕ→ ψ) ∨ (ψ→ ϕ),
(lin∧) `L (ϕ ∧ ψ→ χ)→ (ϕ→ χ) ∨ (ψ→ χ),
(lin∨) `L (χ→ ϕ ∨ ψ)→ (χ→ ϕ) ∨ (χ→ ψ).

Důkaz. Ukážeme ekvivalenci prvnı́ch dvou axiomů; ekvivalence prvnı́ho a třetı́ho se dokazuje
podobně. Uvědomme si, že platı́ ϕ → ψ `L ϕ → ϕ ∧ ψ, a tedy také ϕ → ψ `L (ϕ ∧ ψ → χ) →
(ϕ → χ). Důkaz zakončı́me pomocı́ (∨1) a PCP. Druhý směr: z ϕ ∧ ψ → ϕ ∧ ψ dostaneme
(ϕ→ ϕ ∧ ψ) ∨ (ψ→ ϕ ∧ ψ). Zbytek je snadný. �

Dı́ky využitı́ tvrzenı́ 4.2.2 vı́me, že (MP∨) platı́ ve všech substrukturálnı́ch logikách, a mů-
žeme tedy zı́skat následujı́cı́ variantu věty 4.2.4 a důsledku 4.2.7.
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TVRZENÍ 4.2.10. Necht’ L je substrukturálnı́ logika majı́cı́ IPEP a spojku ∨ v jazyce, poté
platı́:

• L je semilineárnı́ právě tehdy, když je svazovědisjunktivnı́ a splňuje (P∨).

• L` je extenze L∨ o libovolný z následujı́cı́ch axiomů: (P∨), (lin∧) nebo (lin∨).

Dalšı́ tvrzenı́ lze považovat za zobecněnı́ přı́kladu 3.1.19.

TVRZENÍ 4.2.11. Necht’ L je Rasiowa-implikativnı́ substrukturálnı́ semilineárnı́ logika, pak
množina ∇ = {(p→ q)→ q, (q→ p)→ p} je silná disjunkce.

Důkaz. Snadno ukážeme, že ∇ je protodisjunkce, protože platı́ p `L (p → q) → q (PSL4) a
q `L (p→ q)→ q (W).

Dále ukážeme, že ∇ splňuje PCP. Předpokládejme, že platı́ Γ, ϕ `L χ a Γ, ψ ` χ. Tedy
zřejmě také Γ, ϕ → ψ, ϕ∇ψ `L ψ, a tudı́ž Γ, ϕ → ψ, ϕ∇ψ `L χ; obdobně pro ψ → ϕ. Aplikacı́
SLP zakončı́me důkaz PCP. Jako důsledek tvrzenı́ 3.2.14 a věty 4.1.7 dostaneme také sPCP.

�

Poznamenejme, že kdyby logika z předchozı́ho tvrzenı́ také obsahovala v jazyce spojku
∨, zı́skali bychom (p → q) → q, (q → p) → p a` p ∨ q. Otázkou zůstává, kdy můžeme
zı́skat silnějšı́ vztah těchto dvou spojek. Napřed si všimněme, že užitı́m obdobných argumentů
jako výše bychom snadno ověřili, že ∇′ = {(p  q) → q, (q  p) → p} by také byla silná
disjunkce.

TVRZENÍ 4.2.12. Necht’ L je Rasiowa-implikativnı́ substrukturálnı́ semilineárnı́ logika, poté
platı́:

`L ϕ ∨ ψ↔ [(ϕ ψ)→ ψ] ∧ [(ψ ϕ)→ ϕ]

`L ϕ ∧ ψ↔ [ϕ & (ϕ→ ψ)] ∨ [ψ & (ψ→ ϕ)].

Navı́c: logika L rozšiřuje SLe právě tehdy, když

`L ϕ ∨ ψ↔ [(ϕ→ ψ)→ ψ] ∧ [(ψ→ ϕ)→ ϕ].

Důkaz. Prvnı́ tvrzenı́: směr zleva doprava je snadný. Důkaz druhého směru je založen na po-
zorovánı́: ϕ→ ψ `L [(ϕ ψ)→ ψ]→ ψ (důsledek (Symm) a (PSL4)).

Druhé tvrzenı́: očividně platı́ ϕ & (ϕ → ψ) → ψ a ψ & (ψ → ϕ) → ψ, a tedy také platı́
[ϕ & (ϕ → ψ)] ∨ [ψ & (ψ → ϕ)] → ψ; zbytek je snadný. Obrácený směr: předpokládejme, že
ϕ → ψ. Tedy ϕ → (ϕ & (ϕ → ψ)) a z toho ϕ ∧ ψ → (ϕ & (ϕ → ψ)) ∨ (ψ & (ψ → ϕ)). Zbytek
zı́skáme snadno užitı́m SLP.

Poslednı́ tvrzenı́: směr zleva doprava plyne z prvnı́ho tvrzenı́ a faktu, že v rozšı́řenı́ch SLe
obě implikace → a splývajı́. Obrácený směr: jelikož ψ → ((ψ → χ) → χ) snadno plyne
z předpokladu χ ∨ ψ ↔ [(χ → ψ) → ψ] ∧ [(ψ → χ) → χ] dostaneme použitı́m (Sf):
[((ψ → χ) → χ) → (ϕ → χ)] → [ψ → (ϕ → χ)]. Důkaz zakončı́me dalšı́ instancı́ (Sf),
konkrétně: ϕ→ (ψ→ χ) ` ((ψ→ χ)→ χ)→ (ϕ→ χ). �

Následujı́cı́ tvrzenı́ je přı́mým důsledkem faktu, že semilineárnı́ logiky jsou úplné vzhledem
k lineárně uspořádaným maticı́m, jejichž algebraické redukty jsou očividně distributivnı́ svazy.

TVRZENÍ 4.2.13. Necht’ L je substrukturálnı́ semilineárnı́ logika s ∧ a ∨ v jazyce a necht’
A ∈ ALG∗(L). Pak {∧,∨}-redukt A je distributivnı́ svaz.
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4.3 Zesı́lenı́ úplnosti: hustě uspořádané řetězce

Semilineárnı́ logiky jsme navrhli jako nástroj pro studium fuzzy logik jakožto logik úplných
vůči třı́dě všech lineárně uspořádaných matic. V literatuře o fuzzy logikách je ale často stu-
dována vı́ce specifická sémantika založená na maticı́ch nad konkrétnı́m nosičem s konkrétnı́m
uspořádánı́m: prototypické přı́klady jsou (standardně uspořádaný) reálný či racionálnı́ jednot-
kový interval nebo jejich konečné podmnožiny. V této sekci se zaměřı́me na sémantiku hustě
uspořádaných lineárnı́ch matic, což je vlastnost společná oběma výše zmı́něným jednotkovým
intervalům. Logiky s touto sémantikou charakterizujeme užitı́m speciálnı́ syntaktické vlast-
nosti systému všech teoriı́ a vhodným metapravidlem, obdobně jako jsme to viděli při studiu
disjunkcı́ a semilineárnı́ch implikacı́.

DEFINICE 4.3.1 (Hustý filtr). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika a A = 〈A, F〉 ∈ MOD(L).
Řı́káme, že F je hustý filtr nad A, pokud F je lineárnı́ a pro každé a, b ∈ A takové, že a <A b7,
existuje z ∈ A takové, že a <A z a z <A b.

Řı́káme, že matice A je hustá lineárnı́ matice, pokud je redukovaná a F je hustý filtr (ekvi-
valentně: pokud ≤A je husté uspořádánı́). Třı́du všech hustých lineárnı́ch L-modelů značı́me
MODδ(L).

Stejně jako v přı́padě disjunkce, kde charakterizujeme (pro logiky majı́cı́ IPEP) definujı́cı́
metapravidlo PCP pomocı́ vhodné vlastnosti filtrového rozšı́řenı́, začneme i zde s metapravid-
lem DP. Našı́m cı́lem je tedy zavést odpovı́dajı́cı́ vlastnost filtrového rozšı́řenı́ (jakou byla PEP
v přı́padě disjunkcı́ nebo LEP při studiu semilinearity). Nastává zde ale problém s tı́m, že DP
nenı́ strukturálnı́ (mluvı́ o nepoužité výrokové proměnné). To je důvod, který nás nutı́ pracovat
nikoli s teoriemi, ale s množinami formulı́ jistých specifických vlastnostı́.

DEFINICE 4.3.2 (Vlastnost hustoty). Necht’L je slabě implikativnı́ logika a∇ p-protodisjunkce
splňujı́cı́ pravidla asociativity (A∇). Řı́káme, že L má vlastnost hustoty, užı́váme zkratku DP8,
vzhledem k ∇, pokud pro každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ, ψ, χ} a libovolnou proměnnou p
nevyskytujı́cı́ se v Γ ∪ {ϕ, ψ, χ} platı́:

Γ `L (ϕ→ p)∇(p→ ψ)∇χ
Γ `L (ϕ→ ψ)∇χ

.

DEFINICE 4.3.3 (Vlastnost hustého rozšı́řenı́). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika. Řı́káme,
že L má vlastnost DEP9, pokud každá množina formulı́ Γ taková, že Γ 0L ϕ a zároveň existuje
nekonečně mnoho proměnných nevyskytujı́cı́ch se v Γ, může být rozšı́řena na hustou teorii T ⊇
Γ takovou, že T 0L ϕ.

Abychom mohli ukázat charakterizaci úplnosti vůči hustě uspořádaným modelům užitı́m
DEP, budeme potřebovat následujı́cı́ technické lemma.

LEMMA 4.3.4. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika, A ∈ MODδ(L), T je teorie a ϕ formule.
Pokud T 6|=A ϕ, pak existuje spočetná podmatice A′ matice A taková, že A′ ∈ MODδ(L)
a T 6|=A′ ϕ.

7Zápisem a <A b mı́nı́me b �A a (což dı́ky linearitě F implikuje a ≤A b); poznamenejme, že jelikož
nepředpokládáme, že matice A je redukovaná, nestačı́ psát ”a ≤A b a a , b.“

8Z angl. ”density property“. (Pozn. překladatele.)
9Z angl. ”dense extension property“. (Pozn. překladatele.)
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Důkaz. Matice A je netriviálnı́, a tedy nekonečná (protože jejı́ maticové uspořádánı́ ≤ je husté).
Necht’ e je nějaké ohodnocenı́ dosvědčujı́cı́ T 6|=A ϕ. Definujme dvě posloupnosti: posloupnost
Ki spočetných podmnožin A a dále posloupnost Ai spočetných podmatic matice A jako: K0 =

e[{χ | χ je podformule některé formule z T ∪ {ϕ}}] a pro i ≥ 0:

• Ai je podmatice generovaná Ki,

• Ki+1 je libovolná hustá podmnožina A obsahujı́cı́ Ai.10

Je zřejmé, že omezenı́ na kardinalitu množin Ki a Ai jsou splněna a Ai je nahoru usměrněný
systém redukovaných matic, jejich sjednocenı́ A′ je tedy dle [18, věta 0.7.2] v MOD∗(L). Ma-
tice A′, jak lze snadno nahlédnout, je spočetná podmatice matice A taková, že A′ ∈MODδ(L)
(plyne z konstrukce) a T 6|=A′ ϕ (protože K0 ⊆ A′, můžeme využı́t ohodnocenı́ e). �

VĚTA 4.3.5 (Charakterizace husté úplnosti). Pro každou slabě implikativnı́ logiku L platı́:
`L = |=MODδ(L) právě tehdy, když L má DEP.

Důkaz. Pro důkaz implikace zprava doleva zopakujeme obvyklý důkaz úplnosti založený na
konstrukci vhodné Lindenbaum-Tarského matice, musı́me ale překonat restrikci kladenou na
vlastnost DEP.

Uvažme množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ} takovou, že Γ 0L ϕ. Očı́slujme (libovolně) výrokové
proměnné a definujme substituce σ a σ′: σ(vi) = v2i, σ′(v2i) = vi a σ′(v2i+1) = vi pro každé
i ≥ 0. Všimněme si, že σ′σψ = ψ pro každou formuli ψ. Tedy také platı́: σ[Γ] 0L σϕ (jinak
by ze strukturality platilo σ′σ[Γ] `L σ′σϕ, tj. Γ `L ϕ, což je spor). Dále si všimněme, že
existuje nekonečně mnoho proměnných nevyskytujı́cı́ch se v σ[Γ], můžeme tedy použı́t DEP
a zı́skat hustou teorii T takovou, že T ⊇ σ[Γ] a T 0L σϕ. Vezměme matici A = LindTT =

〈FmL/ΩL(T ), [T ]〉, pozorujme, že platı́ A ∈ MODδ(L), a uvažme A-ohodnocenı́ e(ψ) = [ψ]T .
Vı́me, že e[T ] ⊆ [T ] a e(σϕ) < [T ].

Nynı́ uvažme A-ohodnocenı́ e′(ψ) = e(σψ) a povšimněme si, že e′(ϕ) = e(σϕ) < [T ].
Jelikož σ[Γ] ⊆ T , dostaneme e′[Γ] = e[σ[Γ]] ⊆ e[T ] ⊆ [T ]. Tı́m jsme dokázali: Γ 6|=A ϕ.

Pro důkaz implikace zleva doprava uvažme množinu formulı́ Γ s nekonečně mnoha ne-
využitými proměnnými a formuli δ takovou, že Γ 0L δ. Z předpokladu dostaneme L-matici
A = 〈A, F〉 a A-ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ F a e(δ) < F. Bez újmy na obecnosti můžeme
předpokládat, že A je spočetná (důsledek předchozı́ho lemmatu). Pro každé a ∈ A uvažme
proměnnou va nevyskytujı́cı́ se v Γ ∪ {δ} (taková proměnná určitě existuje). Dále uvažme A-
ohodnocenı́ e′ takové, že e′(p) = e(p) pro proměnné z Γ ∪ {δ} a e′(va) = a pro a ∈ A.

Uvažme množinu formulı́ T = {ϕ | e′(ϕ) ∈ F}. Množina T je očividně teorie, T ⊇ Γ

a δ < T ; zbývá ukázat, že T je hustá v L. Linearita se ověřı́ snadno (pro každou ϕ a ψ platı́
e′(ϕ) →A e′(ψ) ∈ F nebo e′(ψ) →A e′(ϕ) ∈ F). Uvědomme si, že platı́: ϕ <〈FmL,T 〉 ψ právě
tehdy, když e′(ϕ) <A e′(ψ). V takovém přı́padě, protože A je hustá, existuje a ∈ A takové, že
e′(ϕ) <A a = e′(va) <A e′(ψ). Tedy ϕ <〈FmL,T 〉 va a va <〈FmL,T 〉 ψ. �

Kombinacı́ tohoto výsledku a charakterizace semilinearity prostřednictvı́m vlastnosti LEP
z věty 4.1.8 dostaneme:

DŮSLEDEK 4.3.6. Každá slabě implikativnı́ logika L, která má DEP, má také LEP.

10Uvažme libovolné dva prvky a, b ∈ Ai takové, že a < b a že neexistuje v Ai prvek mezi a a b, pak musı́ existovat
množina Xa,b ⊆ A∩[a, b] izomorfnı́ s Q. Konstrukci Ki+1 tak jednoduše provedeme přidánı́m všech takových množin
do Ai.
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LEMMA 4.3.7. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika s p-protodisjunkcı́ ∇ splňujı́cı́ (MP∇), pak
DEP implikuje DP.

Důkaz. Důkaz provedeme kontrapozicı́: předpokládejme, že Γ 0L (ϕ→ ψ)∇χ a p je proměnná
nevyskytujı́cı́ se v Γ, ϕ, ψ, χ. Z předpokladu vı́me, že existuje formule δ ∈ (ϕ → ψ)∇χ taková,
že Γ 0L δ. Tedy existuje hustá lineárnı́ L-matice A = 〈A, F〉 a A-ohodnocenı́ e takové, že
e[Γ] ⊆ F a e(δ) < F. Zřejmě e(ϕ) � e(ψ) (jinak e(ϕ → ψ) ∈ F, a tedy e(δ) ∈ F), tzn.
e(ψ) < e(ϕ) (protože A je lineárnı́). Protože A je hustá, existuje prvek e(ψ) < a < e(ϕ).
Vezměme ohodnocenı́ e′(v) = a pro v = p a e(v) jinak (zřejmě e′[Γ] ⊆ F). Pak pro prvky
ν1 = e′(ϕ → p) a ν2 = e′(p → ψ) platı́: e′(νi) < F. Také platı́: e′(χ) < F (jinak by platilo
e(δ) ∈ F). Z lemmatu 4.2.3 vı́me, že F je také ∇-prvofiltr, a tedy e′(ν1)∇e′(ν2)∇e′(χ) * F.
A proto Γ 0L (ϕ→ p)∇(p→ ψ)∇χ. �

Pro finitárnı́ logiky s ∇ bez parametrů můžeme dokonce dokázat ekvivalenci DEP a DP.
Tı́m ukážeme hlavnı́ výsledek této sekce: syntaktickou charakterizaci úplnosti vůči hustým
lineárnı́m modelům prostřednictvı́m metapravidla.

VĚTA 4.3.8 (Charakterizace husté úplnosti). Necht’ L je finitárnı́ semilineárnı́ disjunkcionálnı́
logika, pak následujı́cı́ je ekvivalentnı́:

1. `L = |=MODδ(L).

2. L má DEP, tj. každá množina formulı́ Γ taková, že Γ 0L ϕ a zároveň existuje nekonečně
mnoho proměnných nevyskytujı́cı́ch se v Γ, může být rozšı́řena na hustou teorii T ⊇ Γ

takovou, že T 0L ϕ.

3. L má DP, tj. pokud Γ `L (ϕ → p)∇(p → ψ)∇χ pro proměnnou p nevyskytujı́cı́ se
v Γ ∪ {ϕ, ψ, χ}, tak Γ `L (ϕ→ ψ)∇χ.

Důkaz. Jediná implikace, kterou je třeba dokázat, je 3 implikuje 2. Mějme množinu formulı́ Γ

takovou, že Γ 0L ϕ a existuje nekonečně mnoho proměnných, které se v Γ nevyskytujı́. Nej-
prve očı́slujme všechny dvojice formulı́ 〈ϕ1, ψ1〉, 〈ϕ2, ψ2〉, . . . Dále zavedeme dvě posloupnosti
množin formulı́ Γi a Ai takové, že všechny množiny Ai jsou konečné a Γi 0L Ai. Začneme
s Γ0 = Γ a A0 = {ϕ}. Pro libovolné i > 0 uvažme následujı́cı́ přı́pady:

• Pokud Γi, ϕi → ψi 0L Ai, pak definujeme Γi+1 = Γi ∪ {ϕi → ψi} a Ai+1 = Ai.

• Pokud Γi, ϕi → ψi `L Ai, pak definujeme Γi+1 = Γi ∪ {ψi → ϕi} a Ai+1 = Ai∇(ϕi → p)
∇(p → ψi) pro nějakou proměnnou p nevyskytujı́cı́ se v Γi ∪ Ai ∪ {ϕi, ψi} (jelikož je ne-
konečně mnoho proměnných, které se nevyskytujı́ v Γ, můžeme v každém kroku vybrat
nějakou zatı́m nepoužitou; všimněme si, že by to nebyla pravda, pokud by ∇ obsahovala
parametry).

Nynı́ indukcı́ dokážeme, že Γi 0L Ai pro každé i. Pro i = 0 tvrzenı́ platı́ z předpokladu.
Indukčnı́ krok: pokud došlo na prvnı́ přı́pad, pak zřejmě Γi+1 0L Ai+1. Ve druhém přı́padě
předpokládejme (pro spor), že Γi+1 `L Ai+1, tj. Γi, ψi → ϕi `L Ai+1. Protože zřejmě také
Γi, ϕi → ψi `L Ai+1 (plyne z předpokladu druhého přı́padu a z vlastnostı́ disjunkce), můžeme
užı́t SLP a zı́skat Γi `L Ai+1. Tedy také užitı́m DP dostaneme Γi `L Ai∇(ϕi → ψi). Nakonec si
všimněme, že dı́ky sPCP (což platı́ dı́ky větě 3.2.14) platı́: z Γi, Ai `L Ai a z Γi, ϕi → ψi `L Ai

můžeme odvodit Γi, Ai∇(ϕi → ψi) `L Ai. Z toho dostaneme Γi `L Ai, což je spor s indukčnı́m
předpokladem.
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Dále definujme T jako L-teorii generovanou sjednocenı́m všech množin Γi. Všimněme si,
že pro každé i platı́ T 0L Ai (jinak by z finitarity a z konečnosti množiny Ai existovalo nějaké
j takové, že Γ j `L Ai, tedy by zřejmě také platilo Γmax{i, j} `L Amax{i, j}, což by byl spor). Tedy
T 0L ϕ a z konstrukce T vyplývá, že je lineárnı́. Ukážeme, že je i hustá: pokud T 0L ϕi → ψi,
pak konstrukce musela proběhnout druhým krokem (jinak by již Γi+1 `L ϕi → ψi), tedy také
T 0L ϕi → p a T 0L p→ ψi (protože jinak T `L Ai+1). �

Poznamenejme, že předpoklady předchozı́ věty jsou splněny každou substrukturálnı́ semi-
lineárnı́ logikou s ∨ v jazyce. Nynı́ podobně jako v přı́padě logik L` a L∇ budeme řešit otázku
nalezenı́ nejslabšı́ extenze logiky, která je úplná vůči svým hustým lineárnı́m modelům.

LEMMA 4.3.9. Necht’ I je systém slabě implikativnı́ch logik ve stejném jazyce a L̂ jejich
průnik, pak pokud každá logika z I má vlastnost DEP, pak ji má také L̂.

Důkaz. Necht’Γ je množina formulı́ s nekonečně mnoha proměnnými, které se v nı́ nevyskytujı́,
a ϕ formule taková, že Γ 0L̂ ϕ. Tedy musı́ existovat logika L ∈ I taková, že Γ 0L ϕ. Z DEP pro
L vı́me, že existuje L-teorie T ⊇ Γ a ϕ < T . Důkaz zakončı́me jednoduchým pozorovánı́m, že
T je také L̂-teorie. �

Toto lemma dohromady s faktem, že každá logika má alespoň jednu extenzi úplnou vůči
svým hustým lineárnı́m modelům (sporná logika), zaručuje korektnost následujı́cı́ definice
(důkaz následného tvrzenı́ probı́há stejně jako pro logiky L` a L∇):

DEFINICE 4.3.10 (Logika Lδ). Necht’ L je slabě implikativnı́ logika. Zápisem Lδ značı́me
nejslabšı́ logiku úplnou vůči svým hustým lineárnı́m modelům, která je extenzı́ logiky L.

TVRZENÍ 4.3.11. Necht’ L je slabě implikativnı́ logika, pak: `Lδ = |=MODδ(L) a MODδ(Lδ) =

MODδ(L). Navı́c pokud je L je finitárnı́, pak i Lδ je také finitárnı́

VĚTA 4.3.12 (Lδ ve finitárnı́ch logikách). Necht’ L je finitárnı́ semilineárnı́ disjunkcionálnı́
logika. Pak logika Lδ je rovna průniku všech svých extenzı́ majı́cı́ch DP právě tehdy, když tento
průnik je finitárnı́ a semilineárnı́.

Důkaz. Zmı́něný průnik označme L̂. Pokud Lδ = L̂, pak z důsledku 4.3.6 vı́me, že L̂ má LEP,
a tudı́ž je semilineárnı́.

Pro důkaz opačného směru si nejprve všimněme, že L̂ má očividně DP a dı́ky větě 4.2.4
je disjunkcionálnı́. Tedy podle věty 4.3.8 má DEP, a tedy Lδ ⊆ L̂. Lemma 4.3.7 nám řı́ká, že
každá extenze logiky L majı́cı́ DEP má také DP, tedy L̂ ⊆ Lδ. �

Tyto výsledky zjednodušujı́ a dávajı́ nový pohled na přı́stup, jakým je v literatuře o fuzzy
logikách (viz např. [38, 39]) dokazována úplnost vůči hustě uspořádaným modelům. Obvykle
se začne zvolenı́m vhodného důkazově-teoretického popisu logiky L, který pak rozšı́řı́me na
důkazový systém pro průnik všech extenzı́ logiky L splňujı́cı́ch DP, toho docı́lı́me prostým
přidánı́m DP jako pravidla (ve smyslu, jak jsou pravidla chápána v teorii důkazů, nikoli tak,
jak pravidla chápeme zde). Pak se ukáže, že toto pravidlo lze eliminovat (užitı́m obdobných
technik jako ve velmi dobře známém přı́padě eliminace řezu). To spolu s předchozı́ větou
umožnı́ shrnout, že L = Lδ (přı́padně takto, v závislosti na způsobu provedenı́ eliminace DP,
ukážeme rovnost konečných odvozenı́ či rovnost jejich množin teorémů), a tedy původnı́ logika
je úplná vůči třı́dě svých hustě uspořádaných modelů (náš obecný přı́stup samozřejmě nemůže
poskytnout důkaz poslednı́ho kroku výše popsaného důkazu, na ten je nutno využı́t konkrétnı́ch
vlastnostı́ uvažovaných logik).
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4.4 Zesı́lenı́ úplnosti: libovolné třı́dy řetězců

Nynı́ se budeme zabývat sémantikou danou libovolnou třı́dou lineárně uspořádaných matic.
Doposud jsme úplnost uvažovali pouze jako rovnost mezi dvěma logikami, tj. jako rovnost
dvou strukturálnı́ch relacı́ důsledku, kde jedna je uvedená syntakticky a druhá sémanticky.
V literatuře je však běžné zabývat se i alternativnı́mi pojmy úplnosti: rovnostı́ mezi množinami
teorémů, či rovnostı́ vzhledem ke konečným konsekucı́m. Tyto pojmy formalizujeme zave-
denı́m třı́ typů úplnosti podle kardinality množin předpokladů v konsekucı́ch. Dále se budeme
zabývat charakterizacı́ těchto vlastnostı́ a vztahů mezi nimi.

DEFINICE 4.4.1 (Tři typy úplnosti). Necht’ L je slabě implikativnı́ semilineárnı́ logika a K ⊆
MOD`(L). Řı́káme, že logika L má vlastnost:

• Silné K-úplnosti, zkráceně SKC11, pokud pro každou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ}: Γ `L ϕ

právě tehdy, když Γ |=K ϕ.

• Konečné silnéK-úplnosti, zkráceně FSKC, pokud pro každou konečnou množinu formulı́
Γ ∪ {ϕ}: Γ `L ϕ právě tehdy, když Γ |=K ϕ.

• K-úplnosti, zkráceně KC, pokud pro každou formuli ϕ: `L ϕ právě tehdy, když |=K ϕ.

Je zřejmé, že SKC implikuje FSKC a že FSKC implikuje KC. Našı́m dalšı́m cı́lem je
dokázat zajı́mavé charakterizace těchto třı́ vlastnostı́, které nám pro určité semilineárnı́ lo-
giky a vybrané třı́dy lineárnı́ch modelů umožnı́ dokázat nebo vyvrátit odpovı́dajı́cı́ vlastnosti
úplnosti. Pro jednoduchost se v této sekci omezı́me na algebraicky implikativnı́ logiky.

V redukovaných maticı́ch algebraicky implikativnı́ch logik jsou filtry jednoznačně defi-
novány pomocı́ rovnic, a tedy každá redukovaná matice je jednoznačně určena svým alge-
braickým reduktem, a lze tedy každé algebře v ALG∗(L) přiřadit jı́ vlastnı́ uspořádánı́ (viz
komentář za tvrzenı́m 1.4.7). S mı́rným zneužitı́m jazyka budeme algebru A ∈ ALG∗(L), jejı́ž
vlastnı́ uspořádánı́ je lineárnı́, označovat jako L-řetězec a budeme užı́vat symbol |=K nejen
pro relaci rovnicového důsledku danou třı́dou L-řetězců K, ale také pro relaci sémantického
důsledku danou třı́dou odpovı́dajı́cı́ch matic. K problémům nemůže dojı́t, nebot’ je vždy zřejmé,
zda mluvı́me o formulı́ch, či rovnicı́ch (viz např. následujı́cı́ věta).

KONVENCE 4.4.2. Ve zbytku této kapitoly budeme předpokládat, že L je algebraicky impli-
kativnı́ semilineárnı́ logika s principálnı́ implikacı́→, dále budeme předpokládat, že K je třı́da
L-řetězců.

Jako prvnı́ ukážeme algebraické ekvivalenty pro každý typ úplnosti (poznamenejme ještě,
že tato věta, stejně jako dalšı́ věty v této sekci, platı́ i za obecnějšı́ch podmı́nek, ale pro naše
potřeby je tento stupeň obecnosti dostačujı́cı́):

VĚTA 4.4.3 (Algebraická charakterizace vlastnostı́ úplnosti).

1. L má KC právě tehdy, když V(ALG∗(L)) = V(K).

2. L má FSKC právě tehdy, když Q(ALG∗(L)) = Q(K).

3. L má SKC právě tehdy, když ALG∗(L) = ISPσ- f (K).

11Z angl. ”(finite) (strong) K completeness“. (Pozn. překladatele.)
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Důkaz. Dokažme si prvnı́ tvrzenı́. Pro směr zleva doprava mějme libovolnou rovnici ϕ ≈ ψ.
Pak: |=ALG∗(L) ϕ ≈ ψ právě tehdy, když `L ϕ ↔ ψ právě tehdy, když |=K ϕ ↔ ψ právě tehdy,
když |=K ϕ ≈ ψ. Z toho plyne, že ALG∗(L) a K splňujı́ stejné rovnice, a tedy generujı́ tutéž
varietu. Druhý směr je zřejmý.

Zbývajı́cı́ dva body se ukazujı́ podobně. Prvnı́ využı́vá faktu, že kvazivariety jsou charak-
terizovány kvazirovnicemi, druhý pak toho, že třı́dy uzavřeny na ISPσ- f jsou charakterizovány
kvazirovnicemi zobecněnými na spočetné množiny premis (tento operátor můžeme vynechat
na levé straně rovnice, nebot’ ALG∗(L) je již uzavřena na ISPσ- f , viz tvrzenı́ 1.3.16). �

Všimněme si, že by stačilo psát H(ALG∗(L)) mı́sto V(ALG∗(L)) a také, pokud ALG∗(L) je
kvazivarieta (např. když L je finitárnı́), bychom mohli psát ALG∗(L) mı́sto Q(ALG∗(L)). Než
přikročı́me k důkazu hlavnı́ charakterizace (konečné) silné úplnosti pomocı́ existence jistých
(částečných) vnořenı́, potřebujeme si připravit jednu definici a lemma.

DEFINICE 4.4.4 (Usměrněná množina formulı́). Množina formulı́ Ψ je usměrněná, pokud pro
každou dvojici ϕ, ψ ∈ Ψ existuje χ ∈ Ψ taková, že formule ϕ→ χ i ψ→ χ jsou dokazatelné v L
(formuli χ řı́káme hornı́ závora formulı́ ϕ a ψ).

LEMMA 4.4.5. Necht’ L je finitárnı́ logika majı́cı́ SKC, pak pro každou množinu formulı́ Γ

a každou usměrněnou množinu formulı́ Ψ je následujı́cı́ ekvivalentnı́:

• Γ 0L ψ pro každou ψ ∈ Ψ.

• Existuje řetězec A ∈ K a A-ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ F a e[Ψ] ∩ F = ∅, kde F je
jednoznačně určený filtr takový, že 〈A, F〉 ∈MOD`(L).

Důkaz. Jeden směr je zřejmý. Pro důkaz druhého směru nejprve předpokládejme, že existuje
proměnná v, která se nevyskytuje v Γ ∪ Ψ. Definujme Γ′ = Γ ∪ {ψ → v | ψ ∈ Ψ}. Sporem
ukážeme, že Γ′ 0L v. Předpokládejme tedy, že Γ′ `L v. Tedy existujı́ konečné množiny Γ̂ ⊆ Γ

a Ψ̂ ⊆ Ψ takové, že Γ̂ ∪ {ψ→ v | ψ ∈ Ψ̂} `L v. Necht’ δ ∈ Ψ označuje hornı́ závoru formulı́ v Ψ̂.
Jelikož Γ 0L δ, vı́me, že existuje matice 〈A, F〉 ∈MOD(L) a ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ F
a e(δ) < F. Dále definujme ohodnocenı́ e′ jako e′(p) = e(p) pro každou p , v a e′(v) = e(δ).
Zřejmě e′[Γ̂ ∪ {ψ→ v | ψ ∈ Ψ̂}] ⊆ F a e′(v) < F, což je spor s předpokladem Γ′ `L v.

Podle SKC existuje 〈B,G〉 ∈ MOD`(L), kde B ∈ K, a ohodnocenı́ e takové, že e[Γ′] ⊆ G
a e(v) < G. Tedy e[Ψ] ∩ G = ∅ (kdyby e(ψ) ∈ G pro nějakou ψ ∈ Ψ, tak bychom dostali
e(v) ∈ G, protože e[Γ′] ⊆ G).

Nynı́ předpokládejme, že Γ∪Ψ využı́vá všechny výrokové proměnné a uvažme libovolnou
enumeraci proměnných {vn | n ∈ N}. Vezměme substituce σ,σ′ definované jako σ(vn) = vn+1
a σ′(vn+1) = vn (a σ′(v0) = v0) a všimněme si, že σ′ ◦ σ je identita. Poznamenejme, že
σ[Γ] 0L σ(ψ) pro každou ψ ∈ Ψ (nebot’ kdyby σ[Γ] `L σ(ψ), dostali bychom ze struktura-
lity σ′[σ[Γ]] `L σ′σ(ψ), tj. Γ `L ψ). Proměnná v0 se nevyskytuje v σ[Γ]∪σ[Ψ], takže můžeme
využı́t předchozı́ho postupu na tyto množiny a zı́skat požadovaný model a ohodnocenı́ e◦σ. �

VĚTA 4.4.6 (Charakterizace silné úplnosti). Předpokládejme, že L je finitárnı́ a svazovědis-
junktivnı́. Pak je následujı́cı́ ekvivalentnı́:

1. L má SKC.

2. Každá netriviálnı́ spočetná algebra z ALG∗(L)RFSI je vnořitelná do nějaké algebry z K.

3. Každá spočetná algebra z ALG∗(L)RSI je vnořitelná do nějaké algebry z K.
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Důkaz. Pro důkaz, že 1 implikuje 2, uvažme netriviálnı́ spočetnou algebru A ∈ ALG∗(L)RFSI a
jejı́ jednoznačně určený filtr F takový, že 〈A, F〉 ∈ MOD`(L). Vı́me, dı́ky tvrzenı́ 4.2.2 a lem-
matu 4.2.3, že F je ∨-prvofiltr. Vezměme libovolnou množinu navzájem různých proměnných
{va | a ∈ A} (což lze udělat dı́ky spočetnosti algebry A) a uvažme následujı́cı́ množiny formulı́:

Γ = {c(va1 , . . . , van)↔ vcA(a1,...,an) | 〈c, n〉 ∈ L a a1, . . . , an ∈ A} ∪ {va | a ∈ F},

Ψ = {va1 ∨ . . . ∨ van | n ∈ N a a1, . . . , an ∈ A \ F}.

Množina Ψ je očividně usměrněná a Γ 0L ψ pro každé ψ ∈ Ψ, nebot’ pro A-ohodnocenı́
e(va) = a platı́ e[Γ] ⊆ F a a1 ∨ . . . ∨ an < F (jinak, protože F je také ∨-prvofiltr, bychom pro
nějaké i dostali ai ∈ F).

Nynı́ použijeme SKC a lemma 4.4.5, tı́m zı́skáme 〈B,G〉 ∈ MOD`(L), kde B ∈ K, a B-
ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ G a e(ψ) < G pro každou ψ ∈ Ψ. Uvažme zobrazenı́ f : A→ B
definované jako f (a) = e(va). Je zřejmé, že f je homomorfismus z A do B. Ukážeme, že f
je prosté zobrazenı́: vezměme a, b ∈ A takové, že a , b, a předpokládejme bez újmy na
obecnosti, že a →A b < F. Dostaneme: f (a) →B f (b) = e(va) →B e(vb) = e(va→Ab) < G
(protože a→A b ∈ Ψ), a tedy f (a) , f (b).

Fakt, že 2 implikuje 3, je zřejmý. Pro důkaz, že 3 implikuje 1, předpokládejme, že Γ 0L ϕ

pro nějakou Γ a ϕ. Protože L je finitárnı́, podle věty 1.3.21 existuje 〈A, F〉 ∈ MOD∗(L)RSI a
ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ F a e(ϕ) < F. Necht’ B je spočetná podalgebra A generovaná
e[FmL]. Uvažme podmatici 〈B, B ∩ F〉; z tvrzenı́ 1.3.16 vyplývá B ∈ MOD∗(L). B nenı́ nutně
subdirektně ireducibilnı́, ale má (dı́ky větě 1.3.20) subdirektnı́ reprezentaci α se systémem
{Ci = 〈Ci,Gi〉 | i ∈ I} ⊆ MOD∗(L)RSI. Protože e(ϕ) < B ∩ F, existuje nějaké j ∈ I takové, že
(π j ◦ α ◦ e)(ϕ) < Gj, a protože e[Γ] ⊆ B∩ F, dostaneme také (π j ◦ α ◦ e)[Γ] ⊆ Gj. Je zřejmé, že
Cj je spočetná algebra z ALG∗(L)RSI (plyne z konstrukce a tvrzenı́ 1.4.7). Podle předpokladu
tedy existuje matice C ∈ K a vnořenı́ f : Cj ↪→ C. Na závěr si povšimněme, že C-ohodnocenı́
f ◦ π j ◦ α ◦ e dosvědčuje Γ 6|=K ϕ. �

DEFINICE 4.4.7 (Částečná vnořitelnost). Jsou-li A a B dvě algebry v jazyce L, řı́káme, že
množina X ⊆ A je částečně vnořitelná do B, pokud existuje prosté zobrazenı́ f : X → B takové,
že pro každou spojku 〈c, n〉 ∈ L a každé a1, . . . , an ∈ X splňujı́cı́ cA(a1, . . . , an) ∈ X platı́
f (cA(a1, . . . , an)) = cB( f (a1), . . . , f (an)).

Algebra A je částečně vnořitelná do třı́dy K, pokud každá jejı́ konečná podmnožina je
částečně vnořitelná do nějaké algebry z K.

VĚTA 4.4.8 (Charakterizace konečné silné úplnosti). Necht’ L je finitárnı́ svazovědisjunktivnı́
logika v konečném jazyce L. Pak je následujı́cı́ ekvivalentnı́:

1. L má FSKC.

2. Každá netriviálnı́ spočetná algebra z ALG∗(L)RFSI je částečně vnořitelná do K.

3. Každá netriviálnı́ algebra z ALG∗(L)RFSI je částečně vnořitelná do K.

4. Každá algebra z ALG∗(L)RSI je částečně vnořitelná do K.

5. Každá spočetná algebra z ALG∗(L)RSI je částečně vnořitelná do K.
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Důkaz. Implikace 3→4 a 4→5 jsou triviálnı́; 5→1 lze dokázat obdobně jako implikaci 3→1
ve větě 4.4.6.

1→2: Vezměme netriviálnı́ spočetnou A ∈ ALG∗(L)RFSI s filtrem F a konečnou množinu
B ⊆ A. Definujme množinu B′ = B ∪ {a →A b | a, b ∈ B}. Uvažme množinu po dvou různých
proměnných {va | a ∈ A} a formuli ϕ =

∨
a∈B′\F va a definujme následujı́cı́ množinu formulı́

(všimněme si rozdı́lu mezi touto množinou a množinou Γ z důkazu věty 4.4.6):

Γ = {c(va1 , . . . , van)↔ vcA(a1,...,an) | 〈c, n〉 ∈ L a a1, . . . , an, cA(a1, . . . , an) ∈ B′}.

Snadno nahlédneme, že Γ je konečná a Γ 0L ϕ (stačı́ uvážit A-ohodnocenı́ e(va) = a). Tedy
podle FSKC existuje C ∈ K s filtrem G a C-ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ G a e(ϕ) < G.
Pro důkaz, že B je částečně vnořitelná do C, stačı́ ukázat, že zobrazenı́ f : B → C definované
jako f (a) = e(va) je prosté (ostatnı́ podmı́nky očividně plynou z definice). Vezměme a, b ∈ B
takové, že a , b. Bez újmy na obecnosti předpokládejme, že a →A b < F, a protože také
a →A b ∈ B′ dostaneme f (a) →C f (b) = e(va) →C e(vb) = e(va→Ab) < G (protože e(ϕ) < G),
tzn. f (a) , f (b).

2→3: Mějme algebru A ∈ ALG∗(L)RFSI, konečnou X ⊆ A a uvažme spočetnou podal-
gebru B ⊆ A generovanou X. Stačı́ ukázat, že B je konečně subdirektně ireducibilnı́ vzhle-
dem k ALG∗(L). Necht’ F,G jsou filtry takové, že 〈A, F〉, 〈B,G〉 ∈ MOD∗(L) (vı́me, že G =

B∩F, a protože naše logika je algebraicky implikativnı́, FiA(G) = F). Uvažujme kontrapozicı́:
předpokládejme, že G = G1∩G2 pro nějaké G1,G2 ∈ FiL(B) takové, že G ( G1,G2. Vezměme
bi ∈ Gi\G. Všimněme si, že b1, b2 < F, a tedy F ( FiA(Gi). Podle věty 3.2.6 máme: G1∩G2 =

FiB(G1 ∨ G2) = G ⊆ F. Z toho zı́skáme: FiA(G1) ∩ FiA(G2) = FiA(G1 ∨ G2) ⊆ F, z čehož
plyne, že F nenı́ konečně ∩-ireducibilnı́, což je spor s předpokladem A ∈ ALG∗(L)RFSI. �

Poznamenejme, že implikace z 2, 3, 4 či 5 do 1 platı́ i pro nekonečné jazyky, zatı́mco
opačné implikace ne (jak ukazuje následujı́cı́ přı́klad).

PŘÍKLAD 4.4.9. Uvažme jazyk L, který vznikne z jazyka L0 = {&,→,∧,∨, 0, 1} přidánı́m
spočetné množiny C = {cn | n ∈ N} nových nulárnı́ch spojek. Necht’ GC je konzervativnı́
rozšı́řenı́ Gödel-Dummettovy logiky (viz přı́klad 3.1.6) v jazyce L bez nových axiomů a pravi-
del. Je zřejmé, že se jedná o semilineárnı́ Rasiowa-implikativnı́ logiku a ALG∗(GC) se skládá
z algeber z ALG∗(G) s nekonečně mnoha libovolně definovanými konstantami. Nynı́ uvažme
třı́du algeber R1 ⊆ ALG∗(GC) definovaných na [0, 1], kde všechny konstanty až na konečně
mnoho interpretujeme jako 1.

Uvažme libovolnou konečnou množinu formulı́ Γ ∪ {ϕ} takovou, že Γ 0GC ϕ. Pak také
Γ 0G ϕ, kde nové konstanty chápeme jako výrokové proměnné. Tedy dı́ky standardnı́ silné
úplnosti Gödel-Dummettovy logiky existuje [0, 1]G-ohodnocenı́ e takové, že e[Γ] ⊆ {1} a také
e(ϕ) < 1. Sestrojı́me GC-algebru A z [0, 1]G zvolenı́m cA

n = e(cn) pro každou cn vyskytujı́cı́ se
v Γ ∪ {ϕ} a cA

n = 1 jinak. Všimněme si, že e můžeme uvažovat jako A-ohodnocenı́, a jelikož
A ∈ R1 (protože Γ∪ {ϕ} obsahuje pouze konečné množstvı́ konstant), dostaneme Γ 6|=R1 ϕ. Tı́m
jsme ukázali, že FSR1C platı́ pro GC .

Na druhou stranu označme [0, 1]0 Gödelovu algebru na [0, 1] se všemi novými konstanty
interpretovanými jako 0. Je zřejmé, že žádnou konečnou podmnožinu [0, 1]0 obsahujı́cı́ 0 nelze
částečně vnořit do žádné algebry z R1.

Nicméně logiky majı́cı́ FSKC lze charakterizovat i za předpokladu, že daná logika nemá
disjunkci a/nebo má nekonečný jazyk.
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VĚTA 4.4.10 (Charakterizace konečné silné úplnosti). Pokud je L finitárnı́, pak je následujı́cı́
ekvivalentnı́:

1. L má FSKC.

2. Každý L-řetězec patřı́ do ISPU(K).

Důkaz. 1→2: pokud L má FSKC, pak podle věty 4.4.3: ALG∗(L) = Q(K). Z [19, lemma 1.5]
plyne, že každá relativně konečně subdirektně ireducibilnı́ algebra z Q(K) (tj. každý L-řetězec)
patřı́ do ISPU(K).

2→1: Pokud L-řetězec patřı́ do ISPU(K), pak protože každá L-algebra je reprezentovatelná
jako subdirektnı́ součin L-řetězců, dostaneme:

ALG∗(L) ⊆ PSD(ISPU(K)) ⊆ Q(K) ⊆ ALG∗(L).

Tedy podle věty 4.4.3 platı́, že L má FSKC. �

Kombinacı́ této věty s větou 4.4.6 dostaneme zajı́mavý důsledek: Každá finitárnı́ logika,
která je konečně silně úplná vzhledem k určité třı́dě řetězců, je také silně úplná vzhledem ke
třı́dě jejı́ch ultraproduktů.

DŮSLEDEK 4.4.11. Pokud je L finitárnı́ logika majı́cı́ FSKC, pak má také SPU(K)C.

Vı́me, že SKC znamená, že se relace L a |=K shodujı́; podobným způsobem lze ovšem také
formulovat FSKC:

TVRZENÍ 4.4.12. Předpokládejme, že L je finitárnı́. Pak L má FSKC právě tehdy, když L je
finitárnı́ fragment logiky |=K.

Důkaz. Směr zprava doleva je zřejmý. Předpokládejme, že L má FSKC, a označme L′ =

FC(|=K) finitárnı́ fragment logiky |=K. Pak platı́: Γ `L′ ϕ právě tehdy, když existuje konečná
Γ′ ⊆ Γ taková, že Γ′ |=K ϕ právě tehdy, když existuje konečná Γ′ ⊆ Γ taková, že Γ′ `L ϕ (podle
FSKC) právě tehdy, když Γ `L ϕ (podle finitarity L). �

DŮSLEDEK 4.4.13. Předpokládejme, že L je finitárnı́ a |=K je také finitárnı́ (např. kdykoli
PUI(K) ⊆ I(K)). Pak L má SKC právě tehdy, když L má FSKC.

Nynı́ ukážeme, že selhánı́ vlastnostı́ úplnosti se dědı́ na konzervativnı́ rozšı́řenı́.

TVRZENÍ 4.4.14. Necht’ L′ je konzervativnı́ rozšı́řenı́ logiky L, K′ třı́da L′-řetězců a K třı́da
jejı́ch L-reduktů.

• Pokud L′ má K′C, pak L má KC.

• Pokud L′ má FSK′C, pak L má FSKC.

• Pokud L′ má SK′C, pak L má SKC.

Důkaz. Všechny implikace se dokazujı́ podobně, jako ukázka necht’ posloužı́ důkaz prvnı́ho
tvrzenı́: Chceme ukázat, že L máKC, důkaz provedeme kontrapozicı́: předpokládejme, že 0L ϕ.
Jelikož L′ je konzervativnı́ rozšı́řenı́ L, máme také 0L′ ϕ, a tedy dı́ky K′C zı́skáme 6|=A′ ϕ pro
nějakou A′ ∈ K′. Tedy také 6|=A ϕ pro redukt A algebry A′. A protože A ∈ K, dostaneme
6|=K ϕ. �
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Zajı́mavým přı́kladem sémantiky, na kterou lze aplikovat charakterizaci silné úplnosti, je
sémantika určená konečnými řetězci:

TVRZENÍ 4.4.15. Předpokládejme, že L je finitárnı́ svazovědisjunktivnı́ logika, označme F
třı́du všech konečných L-řetězců. Pak následujı́cı́ je ekvivalentnı́:

1. L má SFC.

2. Všechny L-řetězce jsou konečné.

3. Existuje n ∈ N takové, že každý L-řetězec má nejvýše n prvků.

4. Existuje n ∈ N takové, že `L
∨

i<n(xi → xi+1).

Důkaz. 1→2: Z věty 4.4.6 vı́me, že každý spočetný L-řetězec je vnořitelný do nějaké algebry
z F , tedy nemohou existovat nekonečné spočetné L-řetězce a z Löwenheim-Skolemových vět
dále plyne, že nemohou existovat vůbec žádné nekonečné řetězce.

2→3: Pokud je každý L-řetězec konečný, pak musı́ existovat mez na jejich velikost, jinak
by ultraprodukt všech těchto konečných řetězců byl nekonečný L-řetězec.

3→1: Triviálnı́.
3→4: Vezměme libovolný L-řetězec A s filtrem F a elementy a0, . . . , an ∈ A. Jelikož A má

nejvýše n prvků, je nemožné, aby a0 > a1 > · · · > an, tedy existuje k takové, že ak ≤ ak+1, tj.
ak →

A ak+1 ∈ F, a tedy je formule splněna. Zbytek důkazu plyne z úplnosti vůči řetězcům.
4→2: Kdyby existoval L-řetězec A s filtrem F a prvky a0, . . . , an ∈ A pro které by platilo

a0 > a1 > · · · > an, pak by platilo ai →
A ai+1 < F pro každé i < n a z toho, že F je ∨-prvofiltr,

by plynulo, že 6|=A
∨

i<n(xi → xi+1). �

Je zřejmé, že klasická logika splňuje podmı́nku předchozı́ho tvrzenı́. Naopak jako pro-
tipřı́klad uvedeme Gödel-Dummettovu logiku G, kde SFC neplatı́, protože existuje nekonečný
G-řetězec [0, 1]G.

DŮSLEDEK 4.4.16. Pro finitárnı́ svazovědisjunktivnı́ logiku L a přirozené čı́slo n zı́skáme
axiomatickou extenzi L≤n přidánı́m schématu

∨
i<n(xi → xi+1). Tato logika je semilineárnı́

a úplná vůči L-řetězcům velikosti nejvýše n.

Nakonec jako dalšı́ přı́klad důležité sémantiky založené na konkrétnı́ch třı́dách řetězců bu-
deme uvažovat řetězce na jednotkových intervalech reálných či racionálnı́ch čı́sel. Studium
úplnosti vzhledem ke třı́dám ”reálných“ řetězců je tradičnı́ záležitostı́ v literatuře o fuzzy lo-
gikách, kde se dokonce mluvı́ o takzvané standardnı́ úplnosti.

DEFINICE 4.4.17 (Reálná a racionálnı́ sémantika). Třı́du modelů R ⊆ MOD`(L) definu-
jeme jako A ∈ R, pokud A je uzavřený, otevřený nebo napůl otevřený jednotkový interval
na reálných čı́slech a ≤A je obvyklé uspořádánı́ na reálných čı́slech. Třı́du Q ⊆ MOD`(L)
definujeme analogicky na jednotkových intervalech racionálnı́ch čı́sel .

VĚTA 4.4.18 (Vztahy mezi úplnostmi vůči racionálnı́ a reálné sémantice). Necht’ L je finitárnı́
logika.

1. L má FSQC právě tehdy, když má SQC.

2. Pokud L má RC, pak má QC.

3. Pokud L má FSRC, pak má SQC.
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Důkaz. Všechny tři tvrzenı́ se dokazujı́ obdobně užitı́m Löwenheim-Skolemovy věty dolů.
Jako přı́klad dokažme prvnı́ tvrzenı́. Pokud L má FSQC, pak dı́ky důsledku 4.4.11 má také
SPU(Q)C . Předpokládejme, že Γ 0L ϕ. Tedy existuje A ∈ PU(Q) s filtrem F a ohodnocenı́ e ta-
kové, že e[Γ] ⊆ F a e(ϕ) < F. Je zřejmé, že A je hustě uspořádaný řetězec. Uvažme spočetnou
množinu S = {e(p) | p je výroková proměnná v Γ ∪ {ϕ}}. Podle Löwenheim-Skolemovy věty
dolů (uvažujeme-li algebry jako prvořádové struktury) existuje spočetná elementárnı́ podstruk-
tura B ⊆ A taková, že S ⊆ B. Z toho plyne, že B je také hustě uspořádaná, a tedy izomorfnı́
s nějakým prvkem z Q12, tı́m jsme zı́skali protipřı́klad, a tedy ukázali SQC. �

Poznamenejme, že v kontextu finitárnı́ch logik jsou úplnosti vůči Q ve skutečnosti ekviva-
lentnı́ úplnostem vůči všem hustě uspořádaným lineárnı́m modelům, a tudı́ž pro jejich charak-
terizaci můžeme použı́t větu 4.3.8. Máme-li totiž ohodnocenı́ na hustě uspořádaném lineárnı́m
modelu, které poskytuje protipřı́klad na nějaké odvozenı́, můžeme zı́skat racionálnı́ protipřı́klad
aplikacı́ Löwenheim-Skolemovy věty dolů na (spočetnou) podalgebru generovanou obrazem
ohodnocenı́ přes všechny formule.

12K tomu využı́váme velmi dobře známý fakt, že každá dvě (omezená) hustá spočetná uspořádánı́ jsou izomorfnı́.





Kapitola 5

Trocha historie a dalšı́ čtenı́

Většina pojmů běžně užı́vaných v tomto textu má původ v algebraické logice, tedy v dis-
ciplı́ně, která se zrodila v 19. stoletı́ v pracı́ch následujı́cı́ch význačných logiků: Boole, De
Morgan a Pierce. Práce těchto logiků, původně zaměřená na klasickou logiku a Booleovy alge-
bry, později vyústila ve studium rozličných třı́d algeber, které sloužily jako sémantický základ
pro neklasické výrokové logiky. Jak jsme viděli v prvnı́ kapitole, standardnı́ způsob, jak zı́skat
toto spojenı́ mezi třı́dou algeber a neklasickou logikou, poskytuje Lindenbaum-Tarského me-
toda. Nutno podotknout, že algebraická logika ve velké mı́ře využı́vá výsledky z univerzálnı́
algebry.

Je přirozené, že se později objevily snahy zobecnit tyto metody a dosažené výsledky. Tı́m
vznikla takzvaná abstraktnı́ algebraická logika (AAL), obor matematické logiky, který zkoumá
ve všı́ obecnosti vztah mezi algebrami a libovolnými logikami. AAL tak tvořı́ základnı́ kámen
pojmoslovı́ a metodologie užité v tomto textu. Čtenáře, kterého by tato oblast nebo jejı́ historie
zajı́maly vı́ce, odkazujeme na přehledový článek [24] nebo na monografie [18, 23, 53].

Kapitola 1: Slabě implikativnı́ logiky

Tato kapitola sloužı́ jako uvedenı́ do světa AAL. V našem podánı́ se však z didaktických
důvodů omezujeme pouze na rámec slabě implikativnı́ch logik. Začı́náme s pojmem relace
důsledku, který zavedl Tarski v článku [48]. Łoś a Suszko v článku [36] doplnili tuto definici o
podmı́nku strukturality. Na základě tohoto pojmu byl poté polskou školou extenzivně rozvı́jen
hlavnı́ proud AAL (viz výše zmı́něné monografie [18, 53]).

Wójcicki v článku [52] zavedl redukované maticové modely a dokázal přı́slušnou větu
o úplnosti, Schmidtova věta (věta 1.3.3) je z článku [45] a vlastnost IPEP byla zavedena
v článku [15], kde byla také dokázána věta 1.3.22.

Třetı́ bod věty 1.2.7 můžeme vnı́mat jako motivaci pro označenı́ ”Leibnizova kongruence“,
která vycházı́ z Leibnizova principu identity nerozlišitelného (principle of indiscernibles): dvo-
jice prvků je kongruentnı́ právě tehdy, když jsou ”nerozlišitelné“ v daném maticovém modelu.
Toto označenı́ poprvé použili Blok a Pigozzi v článku [4].
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Většina výsledků z části 1.3 pocházı́ ze sekce 3.7 z knihy [53], např. věta o subdirektnı́
reprezentovatelnosti redukovaných modelů finitárnı́ch logik a úplnost vůči RSI redukovaným
modelům. Sekce 1.4 vděčı́ za mnoho monografii Bloka a Pigozziho z roku 1989 [5].

Slabě implikativnı́ logiky byly poprvé zavedeny v článku [8] jako zobecněnı́ pojmu im-
plikativnı́ch logik Heleny Rasiowé (viz jejı́ monografie [43]), které zde nazýváme Rasiowa-
implikativnı́ logiky. Podle terminologie užité v knize [21] se matice pro slabě implikativnı́ lo-
giky shodujı́ s třı́dou tzv. kvazistandardnı́ch matic, zatı́mco redukované matice se shodujı́ s tzv.
standardnı́mi maticemi.

Třı́da slabě implikativnı́ch logik byla dále zobecněna v článku [13], který zavádı́ takzvané
slabě p-implikativnı́ logiky. Jedná se o zobecněnı́, které je pro AAL typické a je založené na
použitı́ zobecněné spojky implikace, která na rozdı́l od běžné binárnı́ spojky může být defi-
nována množinou formulı́, které mohou dokonce obsahovat parametry (obdobně jako v přı́padě
zobecněné disjunkce, kterou jsme zkoumali v kapitole 3). Dále se tento článek zajı́má o posta-
venı́ slabě implikativnı́ch logik v rámci tzv. Leibnizovy hierarchie: ukazuje se, že slabě implika-
tivnı́ logiky tvořı́ vlastnı́ podtřı́du konečně ekvivalenčnı́ch logik (a tedy také protoalgebraických
logik), naše algebraicky implikativnı́ logiky jsou přesně ty slabě implikativnı́ logiky, které jsou
zároveň algebraizovatelné.

S výjimkou slabě implikativnı́ch logik lze všechny pojmy a výsledky z této kapitoly najı́t
v knize [18] (v některých přı́padech se jedná o varianty původnı́ch výsledků přizpůsobené
našemu kontextu slabě implikativnı́ch logik).

Kapitola 2: Substrukturálnı́ logiky

V této kapitole se zabýváme studiem substrukturálnı́ch logik. Ty lze zhruba zadefinovat jako lo-
gické systémy, které z hlediska Gentzenovských kalkulů postrádajı́ nějaká z tzv. strukturálnı́ch
pravidel: záměna, oslabenı́, kontrakce (viz např. přehledové monografie [42, 44, 46]).

Tato třı́da logik obsahuje mnohé logiky nezávisle studované od poloviny 20. stoletı́, napřı́-
klad relevančnı́ logiky [1], lineárnı́ logiky [31], Lambekův kalkulus [35], fuzzy logiky [10]
a mnoho dalšı́ch (včetně intuicionistické a klasické logiky, které lze považovat za extrémnı́
přı́pady substrukturálnı́ch logik, ačkoli splňujı́ všechna strukturálnı́ pravidla).

V poslednı́ch dvou desetiletı́ch algebraická logika vyvinula jednotný přı́stup ke všem těmto
logikám: substrukturálnı́ logiky lze nynı́ uvažovat jako algebraizovatelné logiky, jejichž od-
povı́dajı́cı́ algebraická sémantika je postavena na reziduovaných svazech. Tento přı́stup je shr-
nut v obsáhlé monografii [27], kde ovšem nejslabšı́ uvažovanou logikou je logika FL.

Naše pojetı́ uvažuje širšı́ rámec substrukturálnı́ch logik, kde základnı́ nejslabšı́ logikou je
logika SL z článku [29], toto pojetı́ zároveň připouštı́ dobře se chovajı́cı́ rozšı́řenı́ a fragmenty.
Definice ze sekce 2.1 pocházejı́ ze Sekce 2.5. kapitoly [14]. Axiomatické systémy logik SL,
FL a FLe byly převzaty z článku [29] a z knihy [27].

Sekce 2.2 pojednává o větách o dedukci a vlastnostech důkazu po přı́padech a je postavena
na Sekci 2.5. z kapitoly [14] a článku [11]. Také věty o dedukci pro FL a jejı́ axiomatické
extenze byly již známé (např. [27, 28]). Novinkou z kapitoly [14] je však důkaz využı́vajı́cı́
pojmu téměř (MP)-založené logiky a osvětlenı́ vztahu s vlastnostı́ důkazu po přı́padech. Hlavnı́
výsledek sekce 2.3, který ukazuje, že logika SL je téměř (MP)-založená, pocházı́ z článku [11].
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Kapitola 3: Disjunktivnı́ logiky

V této kapitole studujeme pojem zobecněné disjunkce, který je definován pomocı́ různých
forem vlastnosti důkazu po přı́padech. Různé podoby zobecněných disjunkcı́ byly již dřı́ve
uvažovány v kontextu AAL (např. [16–18, 22, 23, 25, 49–51]). Náš přı́stup k dané problematice
je založen na knize [18], kde definice disjunkce připouštı́ množiny parametrizovaných formulı́
mı́sto jedné formule p ∨ q, což mimo jiné umožňuje vysoký stupeň obecnosti při definovánı́
disjunkce. Tı́m docházı́me v našı́ terminologii k pojmu p-disjunkce.

V této kapitole předně vycházı́me z novějšı́ho článku [15], který zobecňuje výsledky exis-
tujı́cı́ pro finitárnı́ logiky na logiky libovolné. To nám v prvnı́ části umožnı́ systematicky zadefi-
novat různé třı́dy logik na základě vlastnostı́, které majı́ jejich disjunkce. Takto zavádı́me novou
třı́du svazovědisjunktivnı́ch logik (tzn. logik, kde se ∨ chová jako supremum pro uspořádánı́
daném implikacı́). Dále dokazujeme, že se tyto třı́dy opravdu lišı́.

V druhé části představujeme několik syntaktických a sémantických charakterizacı́, které
umožňujı́ zobecněnı́ některých již známých výsledků pro ne nutně finitárnı́ logiky. Konkrétně,
věty 3.2.15 a 3.2.4 zobecňujı́ odpovı́dajı́cı́ věty v Sekci 2.5.1 knihy [18] na logiky majı́cı́ vlast-
nost IPEP.

Nakonec v poslednı́ sekci, konkrétně ve větě 3.3.10 ukazujeme, jak využı́t (vhodnou)
disjunkci k zı́skánı́ axiomatizace pozitivnı́ch univerzálnı́ch třı́d redukovaných matic. Tento
výsledek byl motivován článkem [26], kde jeho autor dokazuje (přı́mo bez užitı́ disjunkce)
konkrétnı́ přı́pad našeho výsledku pro logiku FL (lze si povšimnout, že klı́čovou částı́ jeho
důkazu je ověřenı́, že určitá množina formulı́ je zobecněná disjunkce ve FL).

Kapitola 4: Semilineárnı́ logiky

Pojmy a výsledky z prvnı́ sekce této kapitoly nemajı́ mnoho přı́mých předchůdců: pojem slabě
implikativnı́ semilineárnı́ logiky byl zaveden Cintulou v článku [8] pod jménem ”slabě impli-
kativnı́ fuzzy logiky“. Tento pojem byl dále rozšı́řen na slabě p-implikativnı́ (protoalgebraické)
logiky v článku [13] (zde lze také najı́t většinu výsledků z prvnı́ sekce této kapitoly; výjimkou
jsou věta 4.1.6, která pocházı́ z kapitoly [14], a výsledek týkajı́cı́ se logik majı́cı́ch IPEP, který
zde nově dokazujeme).

Článkem [13] byla zahájena důležitá terminologická změna: pojem ”fuzzy“ (zatěžkaný
mnoha dalšı́mi významy) z [8] byl nahrazen neutrálnějšı́m pojmem ”semilineárnı́“. Tento po-
jem byl zaveden Olsonem a Rafterym v článku [40] v kontextu reziduovaných svazů, kde
označoval variety, jejichž subdirektně ireducibilnı́ členy byly lineárnı́ (následujı́c tradici uni-
verzálnı́ algebry, která má ve zvyku nazývat třı́du algeber ”semiX“, kdykoli jejı́ subdirektně
ireducibilnı́ členy majı́ vlastnost X). Tato práce má mnoho duchovnı́ch otců: již od vzniku mate-
matické fuzzy logiky bylo zřejmé, že existuje mnoho logických systému, které by si zasloužily
být studovány jako fuzzy logiky. Tak již Petr Hájek ve své základnı́ monografii [32] uvažoval
ne jednu ani několik, ale dokonce všechny axiomatická extenze své takzvané ”základnı́ fuzzy
logiky“ BL.

Druhá sekce zabývajı́cı́ se vztahy mezi semilinearitou a p-disjunkcemi je založena na
Sekci 3.2 z kapitoly [14], s tı́m rozdı́lem, že zde výsledky uvádı́me v modernějšı́ podobě a
v souladu s novějšı́m a obecnějšı́m pojetı́m disjunkce z minulé kapitoly. Význam disjunkce
byl ve fuzzy logice velmi dobře znám již od počátku této disciplı́ny (zejména v axiomu pre-
linearity nebo pro jejı́ zásadnı́ roli v axiomatizaci prvořádových fuzzy logik). Jako důsledky
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obecných tvrzenı́, které dokazujeme, dostáváme několik důležitých výsledků (např. axiomati-
zace významných fuzzy logik). Prvnı́ abstraktnı́ pojednánı́ o vztahu semilinearity a disjunkcı́
lze najı́t v článku [51] (kde je dokázána méně obecná verze věty 4.2.4 spolu se svými důsledky),
současný stav dané problematiky je zachycen v článku [12].

V poslednı́ch dvou sekcı́ch studujeme vlastnosti úplnosti vůči vybraným třı́dám algeber.
Studium různých forem úplnosti bylo již od počátku fuzzy logiky jejı́m ústřednı́m motivem;
důvodem je původnı́ motivace pro fuzzy logiky, které byly zavedeny jakožto vı́cehodnotové
logiky nabývajı́cı́ pravdivostnı́ hodnoty z jednotkového intervalu reálných čı́sel. V sekci 4.3
se zabýváme sémantikou danou hustými lineárnı́mi uspořádánı́mi. Klı́čová takzvaná vlastnost
hustoty se původně objevila v článku [47] v kontextu o mnoho specifičtějšı́m, poté byla zo-
becněna na širokou třı́du fuzzy logik v článku [38] a nakonec byla studována v článku [7] ve
velmi obecném kontextu hypersekventových kalkulů; stupeň obecnosti této poslednı́ verze je
však zřejmě nekompatibilnı́ s našı́m přı́stupem (uvažujeme tak jistou kombinaci prvnı́ch dvou).
V poslednı́ sekci pak zobecňujeme výsledky z článku [9] a to bud’ na algebraicky implikativnı́
logiky, nebo specifičtěji na svazovědisjunktivnı́ logiky.
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[53] Ryszard Wójcicki. Theory of Logical Calculi, svazek 199 edice Synthese Library. Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht/Boston/Londýn, 1988.
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