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1.3 Syntax and semantics for propositional Gödel logics . . . . . . . . . . . . . . . . . . 587
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4.3 Fragments of Gödel logics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 619
4.4 Entailment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 620
4.5 Satisfiability . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 622

VIII Fuzzy Logics with Enriched Language
VIII Francesc Esteva, Lluı́s Godo, and Enrico Marchioni 627

1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 627
2 Expansions with truth-constants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 628

2.1 Rational Pavelka logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 629
2.2 Expansions of the logic of a continuous t-norm with truth-constants . . . . 632
2.3 About the structure of real L∗(C)-chains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 634
2.4 Partial embeddability property . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 636
2.5 About (finite) strong real completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 640
2.6 About canonical real completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 642
2.7 Completeness results for evaluated formulas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 645



xix

2.8 Forcing the canonical interpretation of truth-constants: two approaches . 650
2.9 Some open questions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 653
2.10 First-order fuzzy logics expanded with truth-constants . . . . . . . . . . . . . . . 654

3 Expansions with truth-stressing and truth-depressing hedges . . . . . . . . . . . . . . . . 660
3.1 The logic LS of truth-stressing hedges . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 661
3.2 On the logics LS and their associated quasivarieties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 665
3.3 The case of truth-depressers . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 670

4 Expansions with an involutive negation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 671
4.1 Expanding a4-core fuzzy logic with an involutive negation . . . . . . . . . . . 672
4.2 Real completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 675
4.3 The lattice of subvarieties of Π∼-algebras and of SBL∼-algebras . . . . . . . 676

5 Expansions of Łukasiewicz logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 680
5.1 Rational Łukasiewicz logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 681
5.2 Expansions with the product connective . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 683
5.3 Completeness results . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 686
5.4 The expressive power of ŁΠ1

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 696
6 Historical remarks and further reading . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 701

6.1 Expansions with truth-constants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 701
6.2 Expansions with truth-stressing and truth-depressing hedges . . . . . . . . . . . 703
6.3 Expansions with an involutive negation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 705
6.4 Expansions of Łukasiewicz logic . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 706

IX Free Algebras and Functional Representation for Fuzzy Logics
IX Stefano Aguzzoli, Simone Bova, and Brunella Gerla 713

1 Free algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 713
2 MV-algebras and related structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 717

2.1 McNaughton Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 718
2.2 Wajsberg hoops . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 730
2.3 Finitely valued Łukasiewicz logics . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 733
2.4 Extensions of MV-algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 734
2.5 MV-algebras with division operators . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 737

3 Product algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 738
3.1 Free cancellative hoops . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 738
3.2 Free product algebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 739
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